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No decidido, indecidible y tercero excluido

Federico Luis Schuster

Unade las objeciones tradicionales que se ha hecho al llamado “principio de terce-
ro excluido” (en adelante, PTE) es la de que no vale para enunciados cuyo valor de verdad
no puede ser decidido en el momento de su emisién. Es el caso de los enunciados acer-
ca de futuros contingentes, de que habla Aristételes en Peri Hermenéias.® “Habr4 una
batallanaval maiiana” no es ni verdadero ni falso, amenos que estemos dispuestos a acep-
tar que todo lo que sucede estd de antemano determinado de algiin modo. Aceptada la
argumentacién, no podriamos seguir sosteniendo la validez universal del PTE. Sin em-
bargo, la alternativa de hierro (“invalidacién del PTE o aceptacién del determinismo™)
puede ponerse en discusién. )

Sin atenerse ya a cuestiones de hecho, el intuicionismo ha puesto en duda la vali-
dez del PTE para el caso de enunciados matemadticos que hablan del infinito. Un mode-
lo ejemplar de este problema seria el de un niimero irracional de decimal no periédico
cualquiera. Las propiedades de tal niimero sélo podrian determinarse parcialmente, ya
que es imposible construirlo en forma completa. Siempre es posible hallar, para un valor
n que ocupa el kaésimo lugar decimal del niimero definido, otro valor m que ocuparia el
lugar decimal siguiente y que no puede ser determinado efectivamente. Para el intuicio-
nismo, los enunciados matemdticos que hablan de propiedades imposibles de constatar
en algln nimero construido efectivamente, carecen de valor de verdad. Puesto que nun-
ca dejar4 de haber problemas matematicos sin resolver, no puede decirse que o es verda-
dero un enunciado o es verdadera su negacién. Es decir, no puede afirmarse la validez
universal del PTE.

Suelen oponerse en estos casos dos concepciones de verdad. Una clasica, que sos-
tendr4 que todo enunciado es verdadero o falso, independientemente de nuestro conoci-
miento de su valor de verdad; y otra epistémica, que no aceptaria que un enunciado pu-
diera tener un valor de verdad mas all4 de nuestro conocimiento. Las objeciones al PTE,
se dice, se enmarcarian en esta discusién.

Teniendo en cuenta estos elementos, podemos tratar de hallar algunas similitudes
entre los tipos de objecién al PTE descriptas:
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(1) En ambos casos, las objeciones tienen que ver con ciertas consecuencias onto-
l6gicas o metafisicas de la aceptacién del PTE. En el primero, admitir que un enunciado
cuyo contenido es un acaecimiento futuro, posible pero no necesario, sea de suyo verdade-
1o o falso, parece implicar la asuncién de una posicién determinista. Si un enunciado A,
emitido en un tiempo t , contiene referencia a un tiempo futuro t , y ese contenido es contin-
gente, A carece de valor de verdad parat ,, amenos que todo lo que sucede esté determina-
do de antemano de algin modo. Aceptar esto es negar toda contingencia y, en conse-
cuencia, toda libertad. En el segundo caso, la atribucidn de un valor de verdad a un
enunciado, independientemente de la posibilidad de conocer tal valor de verdad, nos com-
promete con la asunciénde entidades no materiales, cuyaexistenciano depende de lacon-
ciencia. Por un lado el determinismo, por el otro el realismo platonista, se convierten en
compromisos demasiado arriesgados y llevan a la invalidacién del PTE.

(i1) Puede considerarse en los ejemplos citados un componente temporal.’ Aunque
por distintos motivos, tanto en uno como en otro hay un tiempo presente (t,), en el cual
no puede decidirse si un enunciado determinado es verdadero o falso. El hecho de que en
t, no haya decisién posible no quiere decir que no exista un t, de la sucecién temporal (in-
finitamente numerable) t,...... t, enel cual el problema pudiera tener solucién (con la so-
la condicién de que t, se sitiie en el futuro).

(iii) Ambas objeciones? estin planteadas en el plano seméntico. El PTE

pPv~p

interpretado de algiin modo peculiar no se satisface. En el primer caso, la interpretacion
se da para enunciados sobre hechos contingentes en el futuro. En el segundo, para enun-
ciados matemadticos, que, si bien no son contingentes, no pueden ser constructivamente
resueltos en el momento de emisién del enunciado.

(iv) Puede decirse, como sintesis, que el PTE, resulta objetado para enunciados cu-
yo valor de verdad no puede ser decidido en el tiempo presente. Pero queda siempre abier-
ta la posibilidad de que tal decisién se alcance en algin momento. (Es sensato entonces
pensar un tiempo futuro en el que no haya enunciados cuyo valor de verdad quede sindeci-
dir? Como es obvio, no. Tanto en el caso de los futuros contingentes como en el de algu-
nos enunciados matematicos, la aparicién de enunciados no decididos resulta inevitable.

Quiere decir que los ejemplos mds caracteristicos de objecién al PTE pasan por el
plano semdntico. Se trata de que en ciertas interpretaciones el PTE puede fallar.

Ahora bien, un intento valido puede ser el de averiguar qué sucede con el PTE des-
de una perspectiva sintictica. La pregunta es: ;es posible objetar el PTE en un plano pre-
vio a toda interpretacion, o es necesario aceptar su validez universal para todo sistema
sintactico puro?

Introducimos el tema a partir de la consideracién de las propiedades formales de
completud y decidibilidad. La relacion existente entre las propiedades de los sistemas
axiomdticos y la formulacién més usual de los llamados principios 16gicos es conocida.
Definimos.

1 El concepto de “no decidido” que usamos desde el titulo mismo del escrito hace referencia

a este componente temporal y no pretende un significado especialmente técnico.
Es oportuno aclarar que en las dos objeciones anotadas reconocemos tipos de objecién al
PTE, no exhaustividad.
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tién una demostracién tal. Lo que es ala vez un llamado de atenci6n para la validez de la
variante del PTE anotada recién.

Reformulando (a) en términos de la propiedad de completud, quedaria

(b) Sino hay sistema formal dentro del cual pueda decidirse todo enunciado, no es

posible demostrar la completud en ningiin caso; por lo que el PTE, al menos en su

variante de condicién metatedrica, resulta objetable.

Conrespecto al alcance del TIG, y en consecuencia de la objecion posible al PTE,
dijumos mds arriba que la prueba de Godel se lleva a cabo para el sistema P, consistente
en una unién de la 16gica de Principia Mathematica con los axiomas de Peano. En con-
secuencia, vale para los principales sistemas l6gicos y matemaéticos conocidos. Godel
mismo extiende el alcance del TIG para todos los sistemas algo expresivos, incluyendo
la teoria axiomatica de conjuntos y la aritmética de Peano. Lo cual otorga, por cierto, un
peso considerable a las consecuencias que del TIG pudieran resultar.

Volviendo al PTE, consideramos necesario determinar algunas de las posibles va-
riantes del mismo y ver en qué medida se relacionan con nuestros planteos. Tomamos con
sentido instrumental, para ello, la siguiente clasificacién de las expresiones del PTE:®

(1) Av~A estoes, (VA) (Av ~ A) es verdad 16gica

(A es unavariable metalingiiistica querefiere acualquier sucesion finitade signos

que pueda ser considerada férmula en un sistema dado, segiin sus reglas de forma-

cién).
(2) (/p/ = V) 6 (/p/ = F). Este es el llamado “principio de bivalencia. (Aclaramos:
/.../ indica “el valor de...”; V indica “verdadero” y F indica “falso”).

B)Up/=V)6(/~p/=V).

4)/p/=Vsiysolosi/~p/=F

/~p/=Vsiysdlosi/p/=F

(5) /p/ =ues oV oF. (Donde u indica cualquier valor).

Diremos que la objecién aqui propuesta se aplicaria a la formulacién mas débil (y
a nuestro modo de ver mis interesante) del PTE, es decir (1).

De lo dicho extraemos, a modo de escuetas conclusiones, lo siguiente:

(i) Elhecho de que no pueda probarse la completud de importantes sistemas forma-
les, dentro mismode tales sistemas, es un alertacontrala supuesta indubitabilidad del PTE.

(ii) Si existe al menos un enunciado A formalmente indecidible —como muestra
Godel que sucede en los sistemas mencionados—, se pone en duda la siguiente afirma-
cién: Para toda férmula A de un sistema axiomadtico P, o bien A es teorema del sistema
o bien lo es su negacion. Es decir, una variante del PTE.

(iii) A las objeciones semanticas al PTE expuestas més arriba puede afiadirse, se-
glin se vio, alguna objecién sintictica.
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Un sistema axiomatico es completo si para toda férmula A del sisiema, o bien A o bien
~ A son teoremas del sistema. La dependencia de esta forma de definir la completud for-
mal respecto de alguna expresién general del PTE parece dificil de negar.

Un sistema axiomdtico es decidible si puede haliarse para é1 un procedimiento
efectivo tal que, dada cualquier f6rmula, permita decidir en un nimero finito de pasos si
ella es deducible en el sistema.

Los trabajos destinados a probar la satisfaccién de estas propiedades por parte de
los sistemas formales existentes abundan (especialmente desde 1920) y constituyen de
por si un campo de especial interés para las investigaciones 16gicas. Nosotros pretende-
mos utilizar, sin desarrollar en forma completa, uno de los resultados mas importantes de
esta linea de investigacién.s

Se trata de las pruebas de Kurt Gddel, expuestas centralmente en Sobre sentencias
Jformalmente indecidibles de Principia Mathematica y sistemas afines, y especialmente
del teorema VI, que es el famoso teorema de incompletud de Godel (en adelante, TIG).
Enese articulo, Godel define un sistema formal P, que servird de base a sus demostracio-
nes y que consiste esencialmente en la unién de la 16gica de Principia Mathematica con
los axiomas de Peano. Para ese sistemavale el TIG: dice que en el sistema P (atin ampliado
con nuevos axiomas) hay siempre alguna sentencia tal que ni ella ni su negacion es de-
ducible en el sistema. (No avanzaremos aqui en el detalle de 1a demostracién de este te-
orema, ya que haria engorrosa esta comunicacion, y, por otra parte, es facilmente halla-
ble; referimos, en consecuencia, a la obra de Godel).

(Podré afirmarse que el TIG afecta en algo la credibilidad del PTE? Es lo que pre-
tendemos analizar.

Lo primero a tener en cuenta es el tipo de objecién al PTE que resultaria admisible
desde los hallazgos de Gédel. No puede decirse, por supuesto, que dentro de sistemnaso-
mo el mencionado no valga el PTE. En Principia Mathematica, por ejemplo, la férmula

PV~p
es teorema.s La objeci6n entonces debe plantearse en un plano superior (metatedrico) y
cuya aplicabilidad se extiende a ciertas propiedades de todo sistema construible. El enun-
ciado correspondiente podria ser como sigue:

(a) Si aceptamos que en los sistemas formales clésicos es inevitable la presencia

de férmulas indecidibles, no vale universalmente la afirmacién de que en un sis-

tema 16gico o bien una férmula es teorema, o bien lo es su negacién.

Pero ta] afirmaciénno es otracosa que una variante del PTE. La variante que se aso-
cia a la ya mencionada propiedad formal de completud. En efecto, todo sistema que es-
té en condiciones de validar ese enunciado, serd un sistema completo. Lo cual se valora
positivamente desde todo formalismo. Pero, desde el teorema de Godel, se pone en cues-

*  Para un desarrollo m4s amplio de estos temas, remitimos a H. P. Sankappanavar Decicién
Problems: History and Methods, Brasilia, 1977, donde ademaés de una excelente descripcién de los
logros alcanzados en problemas de decisién, se ofrece una amplisima y bien discriminada
bibliografia sobre la cuestién.

4 Obras completas. Intr. y trad. de Jesis Mosterin. Madrid, Alianza Editorial, 1981, pp. 55-97.
Cfr, asimismo la introduccién de Mosterin, pp. 45-54, de la que nos hemos servido en la exposicién
que aqui se hace.

> Cfr. A. N. Whitehad & B. Russell, Principia Mathematica (to * 56), Cambridge, At the
University Press, 1964, p. 101, *2'11.
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