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1. Resumen

En el presente trabajo se analiza un algoritmo adaptivo para
la estimacion de la esperanza matemadtica en tiempo real
durante el procedimiento de muestreo. Se estudia el impacto
de esta estimacion en la calidad de la reconstruccion. Se ana-
lizan dos tipos de procesos gaussianos no markovianos obte-
nidos a la salida de los circuitos RC de dos y tres etapas
alimentados por ruido blanco. Se proponen los parametros
necesarios para aplicar la metodologia en un sistema de co-
municaciones de tiempo real. La metodologia empleada se
basa en la regla de la esperanza matematica condicional y en
principios de estadistica.

Palabras clave: adaptivo, muestreo reconstruccion, no markoviano.

2. Abstract (Adaptive Estimation of the Sample Mean
in Real Time)

The present work provides a study of the adaptive estimation
of the sample mean in real time. The impact of the estimation
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over the reconstruction quality is analyzed. Both second and
third order processes are studied. The necessary parameters to
apply the proposed methodology in a real time communication
system are given. The proposed methodology is based on the
conditional mathematical expectation rule and statistical
principles.

Key words: adaptive, sampling-reconstruction, non markovian.
3. Introduccion

Dentro del campo de las comunicaciones, el procedimiento de
muestreo reconstruccion (PMR) tiene un interés especial y exis-
ten diversos autores que enfocan sus trabajos en esta area de
investigacion (véase, por ejemplo [1-2]). Sin embargo, en la
mayoria de los articulos dedicados a la solucion de este pro-
blema no se toman en cuenta algunas de las caracteristicas
estadisticas mas importantes que definen el comportamiento
de un proceso muestreado como: funcion de densidad de pro-
babilidad (fdp), esperanza matematica, funcion de covarianza,
y la varianza incondicional. Es claro que no es lo mismo re-
construir una sefial deterministica que una sefial aleatoria. La
metodologia empleada se basa en la regla de la esperanza
matematica condicional. Esta regla ha sido aplicada amplia-
mente en la descripcion del PMR de diversos procesos esta-
cionarios, no estacionarios, gaussianos, no gaussianos, con y
sin jitter. Sin embargo, en ¢l empleo de esta metodologia se
establece que los pardmetros de cada proceso dado son cono-
cidos de manera previa. Esta situacion representa un proble-
ma serio en la aplicacion de la metodologia en los sistemas de
comunicaciones de tiempo real. En este sentido, el principal
objetivo es desarrollar un algoritmo que sea capaz de estimar
aquellos parametros fundamentales para la descripcion del
proceso. En el presente trabajo se analiza el caso donde unica-
mente la esperanza matematica del proceso es desconocida y
su estimacion se realiza en tiempo real. La introduccion de
esta estimacion al procedimiento de reconstruccion se realiza
de manera adaptiva con respecto a los valores muestrales ob-
tenidos en la entrada del sistema.



4. Desarrollo
4, Regla de la esperanza matematica condicional

La regla de la media condicional asegura la evaluacion de la
variable aleatoria con el error minimo. Siguiendo esta regla,
es posible utilizar la funcién de la media condicional [3]:

m(t) = [x(1)| X, 7] (1)

como la funcién de reconstruccion. Donde X, 7" es la multi-
tud de los muestreos, y el paréntesis angular significa el pro-
medio estadistico de la funcion.

La expresion para la varianza condicional se encuentra dada
por la siguiente formula:

6% = [¥(0)|X.T] 2)

que caracteriza la funcion de error minimo de reconstruc-
cion. Las caracteristicas principales del PMR (1) y (2) pue-
den ser calculadas de manera facil para los procesos
gaussianos. Podemos considerar el caso general de un proce-
SO gaussiano estacionario x con la esperanza matematica nz,
la varianza 6* y la funcion de covarianza K(7). Esta es la
informacion completa acerca del proceso dado. De aqui se
puede escribir la expresion exacta de la funcion de densidad
de probabilidad multidimensional de orden m arbitraria:

w [x(t).K x(2,)] = @my"?[det K(£,1)]" X

xexp{ 13 3 [x(t) = m()la, Ix(t) ~m@)]} ()

donde detK( (t.1)es la determinante de la matriz de covarianza:
K(t.t) K(.t)

Kep= @)
K(t

K(tl ’tm)

m’tl) K(tm’t’l) K(tm’tm)

y a, son los elementos de la matriz inversa de covarianza. Si
fijamos un conjunto de muestras X, 7={x(7"), x(T),..., x(T))}
entonces la fdp condicional serd también gaussiana y las prin-
cipales caracteristicas estadisticas de este proceso condicio-
nal estan dadas por las expresiones (5) y (6), donde el proce-
so gaussiano condicional x() esta descrito [3]:

o =m+% SKaT)a, D) -m@)l O
&(t) = o —ﬁl il K(tT)a,K(T, 1) 6)

Donde m y 6° son respectivamente, la media y la varianza
del proceso inicial x(f). La metodologia empleada ha sido
aplicada en multiples escenarios de la investigacion del pro-
cedimiento de muestreo reconstruccion, por ejemplo [4-6]
entre otros, donde se demuestra que la regla de la esperanza
matematica condicional es una herramienta util, practica y
de facil aplicacion. Algunas de las principales ventajas que
esta metodologia nos ofrece son: 1) Es posible considerar un
numero finito de muestras; 2) Toma en cuenta la informa-
cion estadistica del proceso, proporcionando asi un error de
reconstruccion minimo; 3) Es posible extender la metodolo-
gia al caso no estacionario; 4) Es posible analizar de manera
facil el proceso en presencia de jitter, etcétera.

4.2. PMR de los procesos no markovianos en condiciones
ideales

En esta seccion se analizaran brevemente dos procesos no
markovianos obtenidos a la salida de dos circuitos RC de se-
gundo y tercer orden suponiendo condiciones ideales. Es de-
cir, los parametros estadisticos que definen el comportamien-
to del proceso se conocen previamente. Las funciones de
covarianza de estos procesos de dos y tres etapas se muestran
en (7) y (8) respectivamente.

R(1) = % = [1 + oft[] exp(-oit)) ™
K 242
R(Y) = Gﬂ ~[+oft + S Jeptof)  ®)

Donde o=1/RC. Con el propoésito de hacer comparaciones
mas cficientes, las funciones de covarianza se han normali-
zado para obtener un tiempo de covarianza t =1. Bajo estas
condiciones, el valor de alfa para el caso de dos ctapas es
o=2, y para tres ctapas es 0.=8/3.

Dado que el objetivo principal de este trabajo no es analizar
el PMR en condiciones ideales, solo se presentara la funcioén
de error de reconstruccion para estos procesos. El analisis
del error de reconstruccion nos dara un punto de compara-
cion mas preciso al analizar el error introducido por el des-
conocimiento de la esperanza matematica y su calculo en
tiempo real. En el célculo del error de reconstruccion se
emplea (6) y la introduccion de las funciones de covarianza
dadas por (7) y (8). En el presente ejemplo se asume que la
varianza incondicional del proceso 6°>=1 y la esperanza ma-
tematica m=0.

En la Fig. 1 y Fig. 2 se observan la curvas calculadas para
los procesos no markovianos obtenidos a la salida de dos
circuitos RC de dos y tres etapas correspondientemente. De-
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Fig. 1. Funcion de error de reconstruccion para un proceso a
la salida de un circuito RC de dos etapas.

bido a que los procesos en estudio son procesos no
markovianos, es natural observar en ambas figuras que el
error de reconstruccion en el intervalo central es menor que
en los extremos. En el caso del proceso de tres etapas de la
Fig. 2, se observa que el error es menor en comparacion con
el error de la Fig. 1 que corresponde al filtro RC de dos eta-
pas. Esta diferencia de errores se debe a que el proceso a la
salida del circuito RC de tres etapas es mas suave que el
proceso a la salida del circuito de dos etapas, es decir, es
menos caotico y por lo tanto la incertidumbre en la recons-
truccion es menor también.

4.3. Descripcion del algoritmo adaptivo de reconstruccion

En este caso de estudio, suponemos que todos los pardmetros
estadisticos que definen al proceso son conocidos con excep-
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Fig. 2. Funcion de error de reconstruccion para un proceso a
la salida de un circuito RC de tres etapas.

cion de la esperanza matematica. En este sentido, es necesario
realizar una evaluacion de la esperanza matematica. Supongase
que X1, X2,... Xn son los valores de las muestras con igual
distribucion de probabilidad, entonces su esperanza matema-
tica estard dada por la siguiente ecuacion:

=X =3 X ©)

La ecuacion (9) nos permite calcular la esperanza matemati-
ca después de » muestras. Sin embargo, de la ecuacion (5),
observamos que existen dos pardmetros desconocidos: 72(f)
que es la esperanza matematica en todo ¢l ¢je del tiempo; y
m(T’) que es la esperanza matematica en los instantes de
muestreo. El calculo de la esperanza matematica en los ins-
tantes de muestreo m(Tj) se realiza mediante el empleo del
siguiente principio estadistico [7]:

(L) =5 x(T)

x(T) —m(T,)
J

m(T)=m(T_)+ (10)

La ecuacién (10) nos permite calcular la esperanza matemati-
ca en cada instante de muestreo m(Tj) con la ventaja de no
tener que realizar el procedimiento repetidamente desde j=1
(esta medida reduce tiempo de procesamiento y requerimien-
tos de memoria). La estimacion de la esperanza matematica
en todo el eje del tiempo m(?) se realiza mediante una opera-
cién de interpolacion entre dos momentos n(7, ) y m(7). En
la Fig. 3 se presenta la simulacion de una posible realizacion a
la salida de los circuitos RC de dos y tres etapas.

Los procesos obtenidos a la salida de los circuitos RC de
segundo y tercer orden, son obtenidos de la misma simula-
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Fig. 3. Dos posibles realizaciones a la salida de dos circuitos
RC de dos y tres etapas alimentados por ruido blanco.

Cientifica, Vol. 14 Num. 2, pp. 61-66, abril-junio 2010. ISSN 1665-0654, ESIME IPN México. 63



cién de ruido. Es fécil observar el comportamiento similar
entre ambas realizaciones. Sin embargo, existe un ligero re-
traso de tiempo debido a la etapa adicional para generar el
circuito de tercer orden.

Para realizar la reconstruccion del proceso es necesario em-
plear (5). No obstante en este caso no conocemos el valor de
la esperanza matematica por lo que no es posible aplicar (5)
de forma directa. Es necesario calcular la esperanza mate-
matica del proceso a medida que las muestras son obtenidas
en el sistema en tiempo real. Para ello es necesario hacer uso
de (10) y actualizar los resultados en el algoritmo adaptivo
de la reconstruccion. Es claro que la aproximacion de la es-
peranza matematica alcanza su nivel mds preciso cuando el
numero de muestras evaluadas es suficientemente grande.
Esto es: . AL

lim m(7) = m a1
Naturalmente, cuando consideramos sélo una pequeiia canti-
dad de muestras, la esperanza matematica obtenida es un tan-
to lejana al valor de la esperanza matematica real. Por tal
motivo, un error debido al cdlculo de la esperanza matematica
es introducido al procedimiento de reconstruccion y por tanto
en la calidad de reconstruccion. El analisis de este error se
presenta en la siguiente seccion.

En el presente ejemplo consideramos un intervalo de muestreo
AT=0.35 y suponemos que los parametros que describen
estadisticamente al proceso son conocidos con excepcion de la
esperanza matematica.

El célculo de las esperanzas de cada proceso muestra a mues-
tra se presentan en la Fig. 4 y naturalmente también poseen
un comportamiento similar. Se observa que ambas estimacio-
nes tienden a estabilizarse aproximadamente en el mismo tiem-
po. En este ejemplo se observa un tiempo aproximado de =15
que equivale aproximadamente a 40 muestras para que la es-
timacién tienda a estabilizarse.

De ser posible, en aplicaciones practicas es recomendable es-
perar este pequefio tiempo de transicion para obtener resulta-
dos mds favorables en la estimacion de la esperanza matema-
tica. Sin embargo en la siguiente seccion se evalua el impacto
sobre la calidad de reconstruccion y se observa que el error
introducido debido a la evaluacion de la esperanza matemati-
ca no influye en gran manera a la reconstruccion del proceso.

La reconstruccion del proceso muestreado se realiza de mane-
ra adaptiva al introducir el calculo de la esperanza matemati-
caen (5). La reconstruccion del proceso a la salida del circui-
to RC de segundo orden se muestra en la Fig. 5. En esta figura
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Fig. 4. Esperanza matematica para dos realizaciones a la
salida de dos circuitos RC de dos y tres etapas
alimentadas por ruido blanco.

se refiere a la reconstruccion del proceso como 3(7). En la fi-
gura Fig. 6 se muestra el proceso reconstruido a la salida de
un circuito RC de tres etapas z(#). En ambas figuras se presen-
tan tanto las reconstrucciones en condiciones ideales (todos
los pardmetros estadisticos conocidos) como la reconstruc-
cion adaptiva en cuanto a esperanza matematica. En ambas
figuras se observa al inicio de la reconstruccion una diferen-
cia considerable entre reconstrucciones ideales y adaptivas.
Este error se debe al desconocimiento previo de la esperanza
matematica y a la baja cantidad de muestras evaluadas para
estimar la esperanza matematica.

4.4, Error de estimacion de la esperanza matematica

La evaluacion del error en la estimacion de la esperanza
matematica £ se realizara de manera sencilla. En este caso
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Fig. 5. Reconstruccién de un proceso no markoviano
obtenido a la salida de un circuito RC de dos etapas.
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Fig. 6. Reconstruccién de un proceso no markoviano
obtenido a la salida de un circuito RC de tres etapas.

consideraremos el error cuadratico medio (ECM) definido
como [7]:
s m(T)1=m(T)]?

E()=2

12
AT ETGD o

La ecuacion (12) realiza la estimacion del error cuadratico me-
dio en el calculo de la esperanza matematica para los instantes
de muestreo L j=1.2.....n. Mediante (12) es posible observar un
error mas grande al inicio de la evaluacion. Es decir, cuando
contamos con pocas muestras para la estimacion el valor obte-
nido de la esperanza matematica dista notablemente del valor
real que se obtiene al evaluar un niimero considerablemente
grande de muestras (véase por cjemplo Fig. 4 donde la esperan-
za matematica s6lo sc estabiliza al final del intervalo). De la
misma manera, s posible observar en las Fig. 5y 6 los mismos
efectos. Al inicio del procedimiento de reconstruccion el valor
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Fig. 7. Varianza condicional y ECM de la esperanza
matematica del proceso obtenido a la salida de un
circuito RC de segundo orden.

3 Ideal
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Fig. 8. Varianza condicional y ECM de la esperanza
matematica del proceso obtenido a la salida de un
circuito RC de segundo orden.

estimado de la esperanza matematica ocasiona algunos errores
perceptibles a simple vista. Cuando el procedimiento de recons-
truccion ha tomado suficientes muestras para aproximar eficaz-
mente el valor de la esperanza matematica la reconstruccion
obtenida mediante el procedimiento adaptivo se aproxima a la
reconstruccion obtenida bajo condiciones ideales. Es importan-
te notar en este punto, que algunos experimentos realizados para
el caso markoviano arrojaron resultados singulares. En el caso
markoviano el error introducido debido al desconocimiento de
la esperanza matematica es practicamente imperceptible. Este
hecho puede explicarse de la siguiente manera. En compara-
cion con un proceso markoviano, los procesos no Markovianos
tienen una dependencia estadistica mayor entre muestras, esta
dependencia ocasiona que los errores de calculo en la esperanza
matematica en las muestras influyan de manera sustancial so-
bre muestras aledafias.

La varianza condicional dada por (6) y el ECM de la esperan-
za matematica se muestran en las Fig. 7 y 8 para ambos proce-
so no markovianos. Observamos en estas figuras que los erro-
res debidos a la esperanza matematica son practicamente idén-
ticos. En las figs. 5y 6 se observa cualitativamente este hecho.
En la Fig. 8 el pico maximo del ECM de la esperanza mate-
matica corresponde al maximo de la varianza condicional. Esto
no significa que la reconstruccion con el método adaptivo sea
de muy mala calidad. Es de notar que la metodologia propues-
ta ofrece una reconstruccion con un minimo de error. Prueba
de esto, es la escala a la que el error esta graficado para el caso
del filtro RC de tres etapas.

5. Conclusiones

La regla de la esperanza matematica condicional ha sido
valida y 1til para analizar ampliamente procesos aleatorios

Cientifica, Vol. 14 Num. 2, pp. 61-66, abril-junio 2010. ISSN 1665-0654, ESIME IPN México. 65



en una gran variedad de escenarios, sin embargo, esta me-
todologia supone pardmetros estadisticos ideales que com-
plican la aplicacion prictica de la metodologia en sistemas
de tiempo real. En este trabajo se mostro que mediante prin-
cipios de estadistica y un método adaptivo sencillo, 1a me-
todologia propuesta continua siendo util y practica en la
reconstruccidn de procesos aleatorios. Con base en trabajos
previos [4-6] v los resultados presentados, es posible decir
que se esperan resultados favorables en la aplicacion de la
regla de la esperanza matemadtica condicional para siste-
mas de comunicacion en tiempo real y otras aplicaciones
practicas.
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