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1. Resumen

Este trabajo presenta un nuevo tratamiento del control del
movimiento de un manipulador subactuado conocido como
acrobot. El espacio de movimiento es dividido en dos areas: la
de columpio y la de balanceo; disefiando leyes de control para
cadauna de ellas. Primero, se usa una ley de control basada en
una funciéon débil de control de Lyapunov (WCLF) para
aumentar la energia y controlar la postura del eslabon actuado
en el area de columpio. Después, un parametro de la WCLF es
escogido como una funcidn del estado para prevenir
singularidades. Luego, otro parametro de la ley de control se
ajusta de acuerdo al estado para mejorar el rendimiento del
control. Al final, se disefia una ley de control para el area de
balanceo. La estabilidad viene garantizada en el area de
columpio mediante el uso de la WCLF basada en el principio de
invariancia de LaSalle. Mds aun, la estabilidad global se asegura
combinando la WCLF y una funcién no plana de Lyapunov

(NELF),

Palabras clave: acrobot, principio de invariancia de LaSalle,
funcion no plana de Lyapunov (NFLF), singularidad, estabilidad,
under actuated manipulator, funcion débil de control de
Lyapunov (WCLF).

2. Abstract

This paper presents a modern treatment of the motion control
of an under actuated two-link manipulator, namely the acrobot.
The motion gap is divided into two areas: swing-up and
attractive; and control laws are designed for each. First, a
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control law based on a weak-control Lyapunov function (WCLF)
is employed to increase the energy of and control the stance of
the actuated link in the swing back and forth area. After that,
one parameter of the WCLF is chosen to be a nonlinear function
of the state to prevent singularities. Then, another parameter
of the control law is adjusted based on the state to improve the
control performance. Lastly, an optimal control law is designed
for the attractive area. Stability is guaranteed in the swing back
and forth area by the use of a WCLF based on LaSalle's
invariance principle. Moreover, the global stability of the control
system is guaranteed by integrating the WCLF and a non flat
Lyapunov function.

Key words: acrobot, La Salle's invariance principle, non flat
Lyapunov function (NFLF), singularity, stabilization, under
actuated manipulator, weak-control Lyapunov function

(WCLF).
3. Introduccion

El control de manipuladores mecéanicos subactuados es un gran
desafio en robotica e ingenieria de control. Los manipuladores
subactuados de dos-eslabones, los cuales incluyen acrobots
y pendubots, son-ejemplos conocidos que han recibido una
enorme atencion en las ultimas décadas. Los acrobots y los
pendubots se mueven en un plano vertical. Para un acrobot, la
union en el hombro es pasiva, y 1a union en el codo es actuada
[1]; v viceversa para el pendubot [2]. El objetivo del control
para ambos es impulsar al manipulador alejandolo de su posicion
vertical hacia abajo y balancearlo en su posicion vertical hacia
arriba. Ya que las uniones actuadas de los dos sistemas estan
en diferentes posiciones, los dos sistemas han sido usualmente
tratados separadamente. Para sistemas no lineales complejos,
es muy comiun en la practica de control usar diferentes
controladores para obtener objetivos locales y conmutar entre
ellos cuando las condiciones cambian para conseguir objetivos
de control globales [3]. Tal politica ha sido también empleada
en el control de manipuladores subactuados de dos eslabones
[1],[3]. Con el fin de simplificar el procedimiento de disefio para
el control del sistema, el espacio de movimiento es usualmente
dividido en dos subespacios: el drea de balanceo muy cerca de
la posicion vertical hacia arriba; y el drea de columpio, la cual
es el resto. Un numero de métodos de control han sido
derivados para cada area, i.e., métodos basados en retro de



linealizacion parcial, dindmica cero, una funcioén de Lyapunov,
etc., han sido implementados para controlar el area de columpio
[1], [3]-[6]; y métodos basados en un regulador lineal cuadratico,
colocacion de polos de lazo cerrado, control difuso, etc., han
sido implementados para control del balanceo [7]-[9]. El objetivo
del control en el 4rea de columpio es inyectar suficiente energia
en el manipulador para moverlo hacia el area de balanceo; y el
objetivo del control en el drea de balanceo es el estabilizar al
manipulador en posicion vertical hacia arriba.

Por otra parte, no es facil mantener suave el movimiento cuando
la ley de control es conmutada. Para resolver este problema, un
método fue ideado para un pendubot [8]; y varios métodos
fueron ideados para un acrobot [9]-[12]. Mientras esos métodos
resuelven el problema de la conmutacion, ellos crean otro
problema, ello es, una singularidad. En [8], tal singularidad se
evito al hacer el valor de uno de los pardmetros tan pequefio
que la energia del pendubot no convergia a la energia potencial
en la posicion vertical hacia arriba; pero que tan pequefio ese
parametro debe ser es todavia una cuestion vigente. En [12],
un parametro de la ley de control fue hecho lo suficientemente
grande para prevenir que el término en el denominador para el
par de control se haga cero; pero los resultados de la simulacion
mostraron que el tiempo de asentamiento era muy grande.

Aunque numerosas investigaciones han sido realizadas sobren
el control de manipuladores subactuados de dos-eslabones,

Fig. 1. Diagrama del acrobot. El codo es la unién actuada.

pocos han considerado la estabilidad global del sistema en el
espacio total del movimiento; y ninguna teoria que abarcara
ambos casos habia sido intentada para un manipulador
subactuado, hasta hace poco [13]. Un método de control fue
presentado en [10] que garantiza la estabilidad global de un
acrobot. En tal método, la singularidad fue simplemente evitada
por division ulterior del drea de columpio por dos subareas. Tal
enfoque es util para evitar la singularidad; pero también implica
ciertas desventajas, a saber, la division ulterior del area de
columpio incrementa la complejidad de la ley de control y puede
dificultar el hallar una ley de control que asegure la estabilidad
global. En [14] se emplea retroalimentacion dindmica para
estabilizar el acrobot.

Este trabajo construye el modelo matematico del acrobot a través
de la seleccion de un sistema de coordenadas apropiado. Se
enfoca en su complejidad y presenta una estrategia basada el
control de la energia para ¢l bajo una plataforma inteligente
basada en multiples clases de funciones de Lyapunov para
afrontar el area de columpio y el control del balanceo. Ello
garantiza la estabilidad global del manipulador en el area completa
de movimiento. De entrada, el modelo matematico de un acrobot
basado en una apropiada eleccion del sistema de coordenadas
es presentado; y el espacio de movimiento se divide en dreas de
columpio y de balanceo. Luego, una ley de control basada en
una funcion débil de control de Lyapunov (WCLF) es disefiada
para area de columpio para controlar la energia y el eslabon
actuado de modo que haga que la energia del manipulador alcance
la energia potencial en la posicion vertical hacia arriba, y también
para hacer que el angulo y la velocidad angular del eslabon
actuado se acerque a cero. La singularidad es evitada al introducir
un parametro que varia con el tiempo en la WCLF; y otro
parametro se introduce en la ley de control y es ajustado
basandose en el estado para mejorar el rendimiento del control.
La estabilidad del sistema de control en el drea de columpio esta
garantizada por la WCLF. Entonces, un control optimo se disefia
para el area de balanceo. Finalmente, una funcion no plana de
Lyapunov (NFLF) se emplea para garantizar la estabilidad después
que el manipulador abandona el drea de columpio. La estabilidad
global es asegurada al integrar la WCLF y la NFLF. Los resultados
de la simulacion demuestran la utilidad de esta de esta propuesta.

4. Dindmica del acrobot

La figura 1 ilustra el modelo de un acrobot, que se asemeja al
pendubot. El subindice 1 (o 2) representa los pardmetros y
variables relativos a la union pasiva (o la actuada) y al eslabon
adherido a tal union, los cuales son como sigue (j =1, 2):
q, angulo del j-¢simo eslabon relativo bien a la vertical cuando
el eslabon se une con la base o bien relativo a la linea
descrita por el eslabon frontal;
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q, velocidad angular del j_ésimo eslabon;

m_ masa del j_ésimo eslabon;

L, longitud de j_ésimo eslabon;

L, distancia desde j-ésima union al centro de masa de j-€¢simo
eslabon;

I, momento de inercia de j-€simo eslabon respecto de su
centroide;

T’ par aplicado a las uniones;

g aceleracion gravitacional.

La ecuacion de Lagrange para el sistema produce la dindmica
siguiente:
D(q)q + H(q.q) + P(q) =T )]

Donde =T, T,]" =0 T,J". D(g) es la matriz de inercia, 1(q.q)
es la amalgama de las fuerzas Coriolis y centrifuga, y ®(g) es
el par por efecto de la gravedad. Se definen como:

d (@ d.,(q
D =
D= a @ d @
H(q.q9)=h(q.9) h(a.DI 3)
()= 19,9 0,(@I" @

Notar que 7', = 0 impone una restriccion no holonomica sobre
el sistema. Las energias cinética, potencial, y total mecanicas
del manipulador se escriben en coordenadas generalizadas
como:

K(g.9)=" 4" D(g)q 5)
U@)=3 U@ =2m el (@) ©)
Eag.9)=Kg9 + U@ Q)

Donde U(q) es la energia potencial y 1 (q) es la altura del
centro de masa del j-ésimo eslabon (7 = 1, 2). Los parametros
en (2)-(6) estan listados en el Apéndice A.

Asumiendo que x = [x, x, x, x|"=1q, q, q, ¢,1"y
reescribiendo las dinamicas (1) en el estado espacio genera el
siguiente modelo no lineal:

xl = x3

I @®)
x,=f,(x)+b ()T,

x,=/,)+b,(x)7,

ie.

x=1,0)+b,0)7T, (&)

donde
f@ =1, x, 6 L@
(10)
b©=[0 0 b b
H | oy e o1 a1
£
b (x) 0 1 (%)
A _ 12)
b,(x) * 1 det(D) d,(x)

y det(D) es el determinante de la matriz cuadrada D(x).

La ecuacion (9) muestra que un manipulador subactuado de
dos-eslabon es un sistema no lineal intrincado. Dividiendo el
espacio de movimiento en dos partes se simplifica el disefio
de la ley de control de estabilizacion. Sea el espacio completo
de movimiento denotado por Q y definir el area de balanceo
como

|mod(g,.2m)| <g,
[mod(q, + q,.2m)|<¢g,
Q: 13)

83 x3 <
rm,
norma b 0| <é

la que satisface
|E(x)-E,| <€g, (14)

Donde mod(x, y) es el residuo de x dividido por y: £ es la
energia potencial en la posicion vertical superior; norma(x)
es la norma euclidiana del vector x; € y €, son numeros
positivos reales; €., €, y € son nimeros no negativos real; y
€, €s un numero positivo arbitrariamente pequefio. Por lo
tanto, el area de columpio es:

Q=Q-Q (15)
5. Estrategia de control para ambas regiones

Una buena combinacion de energia y postura hace facil el mover
al manipulador desde el area de columpio hacia el area de
balanceo. Una estrategia efectiva para obtener tal combinacion
es forzar que la energia del manipulador se aproxime a £
durante el proceso de columpio, y al mismo tiempo, hacer que
el estado del eslabon actuado se aproxime a cero.
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A. Estrategia de control para el area de columpio

Para lograr que el objetivo de control de moverse rapido desde
el area de columpio hacia el area de balanceo, se selecciona la
funcion débil de Lyapunov I (x) para disefiar la ley de control

V=1 fo B2+ ax )+ Beox, >} +A (16)
E =EXx)-E, (17)
donde o, o, y A son pardmetros constantes positivos de
disefio; B(x) es un parametro de disefio positivo que varia en
el tiempo; y E(x) esta dado por (7). La eleccion de A es
importante para garantizar la estabilidad global del sistema de
control y lo que es comentado en [4]. A partir de (5)-(7), la
derivada en el tiempo de la energia total mecanica es
Ex)=x,T, a7
de donde, la derivada en ¢l tiempo 7 (x) es
1) = [onx, + B),(x) +0.5 B(x)x, | x,
+loE +B)b,0)] x, T, (19)

cuando
o E + B(x)b,(x) >0 20)

La ley de control en el area de columpio es elegida como

o, B +0.5 B+,
o o, E+Bob,()

@D

Donde 7> 0 es un parametro de disefio. Claramente, esta ley
de control hace cierto que

Vi) =-p,2<0 (22)
B. Esquivando la singularidad

En la ley de control (21), dado que el segundo término del
denominador de 7, es siempre mayor que cero, si los
parametros de disefio o, y B(x) no se eligen de modo adecuado,
una singularidad puede pronto ocurrir cuando el primer
término del denominador es menor que cero.

Por ello es esencial evitar dicha singularidad para prevenir
una pérdida de control. Examinando al denominador de la ley
de control (21), se deduce que una manera de hacerlo asi
deberia ser elegir al parametro B(x) tal que

B(x)> o |Ex|/ b (23)

2min
Generalmente hablando, la eleccion de la constante 3 que
satisface (23) hace que el denominador sea muy grande
durante el periodo completo del proceso de columpio. Ademas,
notar que, al comienzo del control del movimiento de columpio
cuando la condicion inicial es la posicion de equilibrio hacia
abajo, b,(x)| =0 esb, . . Por lo tanto, una constante 3 grande
haria el denominador de 7', muy grande; y €so, a su vez, haria
al par de control muy pequefio. Esto prevendria una respuesta
rapida. De modo que se elige B(x) como

n
B®=7 @9
donden > 20, £ es una constante positiva. Consecuentemente
o +Bx)b,>0 (25)

Eso asegura que la singularidad no se produzca. El parametro
B(x) es una funcién de b,(x), lo cual causa que el denominador
en laley de control (21) cambie de una manera propicia dentro
de cierto rango durante el proceso completo de columpio. El
hecho de que él tenga un valor adecuado al comienzo del
movimiento provee al sistema con una respuesta rapida.

C. Aumento del rendimiento del control en el &rea de
columpio

A pesar que la estrategia del control recién visto evita la
singularidad y produces un mejor transitorio en la respuesta
que los previamente reportados, todavia se puede mejorar.
Substituyendo la ley de control (21) en (18) produce
E(x)=s,(x) + 5,(x) (26)

donde s,(x) y 5,(x) son

oot By (x)+0.5 Bx, %
BT T aEAB0LM o
o
55T WE + Bob() @n

Elvalory el signo de la primera parte, s, (x), cambia de acuerdo
con tres cosas: el estado del sistema, el parametro B(x), y su
derivada, dB(x)/dz. Del mismo modo, el valor de la segunda
parte, s,(x), cambia con el estado del sistema y los parametros
B(x)y . Apartir de (25), (28), y del hecho que y> 0, es claro que
el signo de s,(x) permanece negativo. De ahi, cuando s,(x) es
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menor que cero, la ley de control del columpio (21) con (24)
reduce la energia sin que importe el valor de 7. Para frenar la
tasa de decrecimiento en la energia, y deberia ser tan pequefio
como sea posible. Por otro lado, cuando s (x) es mayor que
cero, un y pequefio conduce hacia un s,(x) pequefio. Esto
rapidamente incrementa la energia del sistema, y puede causar
que ¢l exceda Eo por mucho. Por ello, una eleccion inadecuada
de vy puede dar lugar a indeseables oscilaciones en el par de
control. Consecuentemente, es dificil para la ley de control (21)
producir un satisfactoria respuesta cuando 7y es constante.
Esto es, para mejorar el rendimiento, es esencial que 7y se adapte
a los cambios en el estado del sistema. Basados en la reciente
discusion, se elige que 7 sea la siguiente funcion no lineal del
estado, en lugar de una constante:

Y(xX) = YL (x) (29)
donde v, > 0 es una constante y £ (x) se define como
E(x)=E(x) +E +¢ (30)

donde € es una constante positiva pequefia que garantiza
que £ (x) > 0. Esta estrategia garantiza que y(x) monoto-
namente se incremente con la energia y prevenga cambios
abruptos en la energia del sistema. De acuerdo a la eleccion
de vy, en (41), un valor pequefio resulta en un sobretiro grande
en la energia; y uno grande hace que el tiempo de asentamiento
(el tiempo necesario para que la energia alcance £) muy largo.

La eleccion (24) evita singularidades en la ley de control (21)
para manipuladores de dos-eslabones y garantiza que la funcion
de Lyapunov I, (x) converja a cero. En [13] se demuestra que la
energia del manipulador converge a £, y que el angulo y la
velocidad angular del eslabon actuado convergen ambos a
cero. Para un acrobot, esto asegura que el eslabon actuado se
gira naturalmente, y que los dos eslabones se mueven juntos
en una orbita periodica circular que contiene la posicion vertical
hacia arriba. Como resultado, el manipulador se mueve con
facilidad hacia el drea de balanceo.

D. Estrategia de control para el area de balanceo

Laley de control (21) para el area de columpio garantiza que el
manipulador se mueva hacia el 4rea de balanceo, €2,. punto
en el cual el controlador de balanceo se activa. Este ultimo se
disefia basandose en control Optimo usando el siguiente
modelo de aproximacion lineal cerca de la posicion vertical
hacia arriba:

x=Ax+BT, (€2))

La segunda funcion de Lyapunov I (x) se define como
V,(x) = x"Px (32)

En (32) P=P7> 0 es la solucion de la ecuacion algebraica de
Riccati

AP+ PA—PBR'B'P+(Q=0 (33)

donde 0>0,R>0,y (0", A) es observable. Al resolver (33)
se obtiene la ley 6ptima de control

C,:T,=-Gx, donde G=R'B'P (34)

esto garantiza que I7,(x) <0, para todo x en R* [{0} en ¢l area
de balanceo y, por lo tanto, garantiza la convergencia del
movimiento del manipulador hacia la posicion vertical hacia
arriba.

6. Ejemplo numérico y comentarios

Los parametros para el area de balanceo del acrobot se eligieron
como
€,=¢€,=7/6.6, g,=¢,=0.1, £,=10,¢,=1.0] (35)

Los pardmetros del acrobot en el “‘Apéndice B’ se usaron en
la simulacion (Tabla IT).

Comentario 1: €,y €, son dos pardmetros importantes que
definen el area de balanceo. Notar que el modelo lineal
aproximado (31) sec emplea en esta area, y tal modelo se obtiene
al usar las aproximaciones sen(x,) ~x, y sen(x, +x,) =x, +x,
en el modelo no lineal (9). Puesto que sen(r/6) = 0.5001 y /6
=0.5236, hablando practicamente, sen & ~¢ es casi cierto para
0< €| <m/6.6.

Porello, €y ¢, deben ser menores que 7/6.6. Mientras que una
eleccion razonable de € y €, asegura la convergencia del
movimiento cuando 1a ley de control (34) es usada en el area de
balanceo, es dificil la captura del manipulador en dicha area si los
dos parametros son demasiado pequefios. En suma, la ley de
control (34) no puede garantizar la convergencia del movimiento
en el area de balanceo si esos parametros son muy grandes
debido a que la aproximacion al modelo lineal no describe
precisamente al movimiento del manipulador en tal caso.

A. Ejemplo numérico

Resultados de la simulacion para el acrobot: Los parametros
de laley de control (21), (24), (29), y (30) se eligieron como
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0,=0.5,0,=30,n=18.6,y,=14,€=0.5,yE£ =16.2]. Un
regulador lineal cuadratico fue disefiado usando las matrices
positivas definidas de ponderacion

0 -5 0 0
510 0 0
- R=5
¢ 0 010 5 | °
0 0 -5 10

Tales valores arrojaron la ley de control de retro del estado:

G=[-190.49, —74.36,-73.58, -34.12 | (36)
El estado inicial fue x(0)=[x 0 0 0 ]”. El comando linmod se¢
us6 para calcular las matrices 4 y B del modelo lineal. El
comando care se empleo para resolver (33). La figura 2 exhibe
el resultado de la simulacion para el control global del acrobot.

La ley de control fue conmutada en el instante /= 8.31 s. Como
se predijo, los dos controladores controlaron adecuadamente
al acrobot ¢ hicieron que ¢l convergiera suavemente a la
posicion vertical superior. La comparacion de los resultados
para el pendubot en [8] y el acrobot revela que, aunque se use

la misma estrategia de control para ambos y con prudencia se
ajusten los parametros de control, los resultados son bastante
diferentes. En particular, el tiempo de asentamiento es mucho
mas extenso para el acrobot que, por instancia, el pendubot.
Esto dice que el control del movimiento es mucho mas dificil
para un acrobot que para un pendubot.

B. Otros comentarios

Los resultados de la simulacion (Fig. 2) demuestran la
efectividad del tratamiento del control de movimiento de un
acrobot, que emplea una WCLF y una NFLF. Uno de los puntos
clave del método es que, a diferencia de la mayoria de los
métodos existentes, la ley de control se ajusta no sdlo a la
energia sino también la postura del manipulador en el area de
columpio. Ello asegura que el eslabon actuado rota en una
manera natural mientras la energia se incrementa. Por tanto, en
contraste con estrategias de control que usan retroalimentacion
con linealizacion parcial para columpiar al manipulador y un
regulador lineal cuadratico para balancearlo ([1], [2]), y una
estrategia de control difusa que combina controladores modelo
libre y difuso basado en modelo para controlar los movimientos
de columpio y de balanceo [11], la estrategia presentada en

angules [rad]
o N

i
w

energia [J]
g

2L 4 & B 10 12
tiempeo [s]

Respuesta del Acrobot

vel. angular [radls]

Torque [Nm]

&
tiempo [s]

Fig. 2. Resultados globales del control para el acrobot. I
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este documento facilita la captura del manipulador en el area de
balanceo y facil el mantener el movimiento suave cuando la ley
de control es conmutada.

Una sorpresa en la respuesta en el area de balanceo fue que las
curvas abandonan momentaneamente la region 2 pero ellas
eventualmente convergen a cero, como la figura 2 sugiere. El
software MATLAB/Simulink fue extensamente usado.

7. Conclusiones

Este reporte describe una estrategia moderna de control para
manipuladores subactuados de dos-eslabones y presente
leyes de control que fueron disefiados basandose en una
WCLF y una NFLF. Una ley de control basada en una WCLF
fue disefiada para control del movimiento en el 4rea de
columpio. Se ha probado que el eslabon actuado converge a
la posicion vertical superior mientras que el eslabon pasivo
converge a una orbita periodica circular conteniendo la
posicion inestable vertical superior de equilibrio. La WCLF
contiene una funcion no lineal del estado como una variable
para eliminar el problema de las singularidades y para asegurar
una respuesta rapida. Para mejorar el rendimiento del control,
un parametro en la ley de control del columpio fue hecho
sensible al estado, y en particular, a la tasa de cambio en la
energia mecdnica del sistema. La estabilidad en el area de
columpio fue analizada basandose en la WCLF:; y la estabilidad
global del sistema de control es garantizada por la NFLF.
Resultados de la simulacion demuestran la validez de este
método. Las ideas en las cuales este método se basa pueden
facilmente ser extendidas para manipuladores con tres
eslabones y también ser aplicado al control de otros sistemas
no lineales.
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Apéndice A. Parametros del acrobot para (2)-(6)

Parametro Expresion Uso especifico
I(q) L cos q, energia potencial
L(q) L _cos (q,+ q,) + L cos g,

0, mL *+ 1 +mlL? matriz de inercia

e2 mZLCZZ - ]2

0, mL L, coriolis y centrifuga
0, (mL_, + mL)g atraccion de la

0, m,L g gravedad

o,(q) -0, sin g, — 0, sin (¢,+ q,) atracciondela

09 —6,sin(gtqy) gravedad

Cientifica, Vol. 13 Num. 3 (2009), pp. 107-114. ISSN 1665-0654, ESIME-IPN. 113



Apéndice A (continla) Apéndice B. Parametros fisicos del acrobot y matrices del &rea de
balanceo.
Pa;imetro - +];xzr;;i()n US(: f:s(}i)efifico- Zilzzs%zzggkgml 212::002?(;(1;%{1 )
dn(q) .0, , €OS ¢, matriz de inercia L, =08m L.=16m
(@) L =04 L.=08
12 m .om
0, + 0, cos a @
d]](q) 2 3 q, ' i
d.(q) ) Matrices que genera el comando linmod
22 2
h(q.9) -0,29,9, + ¢,7) sin q, coriolis y centrifuga 0 0 1 0 0
2 g _ 0 0 0 1 - 0
h(a.9) 0 9" s g, A7 4556 -1274 0 0 B=| —as9
-17.89 3047 0 0 9.75
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