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Prélogo

La estadistica es una ciencia con base matematica referente a la recogida, analisis
e interpretacion de datos que busca explicar condiciones regulares en fendémenos
de tipo aleatorio. Es transversal a una amplia variedad de disciplinas, desde la
fisica hasta las ciencias sociales, desde las ciencias de la salud hasta el control de
calidad, y es usada para la toma de decisiones en areas de negocios e instituciones
gubernamentales.

Podemos considerar dos ramas en la Estadistica:

a) La estadistica descriptiva, que se dedica a los métodos de recogida, descrip-
cion, visualizacion y resumen de datos originados a partir de los fenome-
nos en estudio. Los datos pueden ser resumidos numérica o graficamente.
Ejemplos basicos de parametros estadisticos son: la media y la desviacion
estandar. Algunos ejemplos graficos son: histograma, pirdmide poblacional,
clusteres, etc.

b) La inferencia estadistica se dedica a la generacion de los modelos, inferen-
cias y predicciones asociadas a los fendmenos en cuestion teniendo en cuen-
ta la aleatoriedad de las observaciones. Se usa para modelar patrones en los
datos y extraer inferencias sobre la poblacion de estudio. Estas inferencias
pueden tomar la forma de respuestas a preguntas si/no (prueba de hipotesis),
estimaciones de caracteristicas numéricas (estimacion), pronosticos de futu-
ras observaciones, descripciones de asociacion (correlacion) o modelizacion
de relaciones entre variables (analisis de regresion). Otras técnicas de mode-
lizacidn incluyen aNova, series de tiempo y mineria de datos.

Ambas ramas (descriptiva e inferencial) comprenden la estadistica aplicada. Hay
también una disciplina llamada estadistica matematica, la cual hace referencia a
las bases tedricas de la materia. La palabra «estadistica» también se refiere al re-
sultado de aplicar un algoritmo estadistico a un conjunto de datos, como en esta-
disticas econdmicas, estadisticas criminales, etc.

En su origen, por lo tanto, la estadistica estuvo asociada a datos para ser utilizados
por el gobierno y cuerpos administrativos (a menudo centralizados). La coleccion
de datos sobre estados y localidades continia ampliamente a través de los servi-
cios de estadistica nacionales e internacionales. En particular, los censos suminis-
tran informacion regular sobre la poblacion.

Los métodos estadistico matematicos emergieron desde la teoria de probabilidad,
que data desde la correspondencia ciertamente entre Pierre de Fermat y Blaise
Pascal (1654). Christian Huygens (1657) da el primer tratamiento cientifico que
se conoce en la materia. El Ars Conjectandi (p6stumo, 1713) de Jakob Bernoulli y
la Doctrina de Posibilidades (1718) de Abraham de Moivre estudiaron la materia
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como una rama de las matematicas. En la era moderna, el trabajo de Kolmogorov
ha sido un pilar en la formulacién del modelo fundamental de la Teoria de Proba-
bilidades, el cual es usado a través de la estadistica. La teoria de errores se puede
remontar a la Opera Miscellanea (péstuma, 1722) de Roger Cotes y al trabajo
preparado por Thomas Simpson en 1755 (impreso en 1756) que aplica por primera
vez la teoria de la discusion de errores de observacion. La reimpresion (1757) de
esta obra incluye el axioma de que errores positivos y negativos son igualmente
probables y que hay unos ciertos limites asignables dentro de los cuales se encuen-
tran todos los errores, se describen errores continuos y una curva de probabilidad.

Pierre-Simon Laplace (1774) hace el primer intento de deducir una regla para la
combinacion de observaciones desde los principios de la teoria de probabilidades.
Laplace represent6 la ley de probabilidades de errores mediante una curva y de-
dujo una formula para la media de tres observaciones. También, en 1871, obtiene
la formula para la ley de facilidad del error (término introducido por Lagrange,
1744) pero con ecuaciones inmanejables. Daniel Bernoulli (1778) introduce el
principio del maximo producto de las probabilidades de un sistema de errores
concurrentes. El método de minimos cuadrados, el cual fue usado para minimizar
los errores en mediciones, fue publicado independientemente por Adrien-Marie
Legendre (1805), Robert Adrain (1808) y Carl Friedrich Gauss (1809). Gauss ha-
bia usado el método en su famosa prediccion de la localizacion del planeta ena-
no Ceres en 1801. Pruebas adicionales fueron escritas por Laplace (1810, 1812),
Gauss (1823), James Ivory (1825, 1826), Hagen (1837) , Friedrich Bessel (1838),
WF Donkin (1844, 1856), John Herschel (1850) y Morgan Crofton (1870). Otros,
Col van Ellis (1844), Augustus De Morgan (1864), Glaisher (1872) y Giovanni
Schiaparelli (1875).

El siglo xix incluye autores como Laplace, Silvestre Lacroix (1816), Littrow
(1833), Richard Dedekind (1860), Helmert (1872), Hermann Laurent (1873), Lia-
gre, Didion y Karl Pearson. Augustus De Morgan y George Boole mejoran la pre-
sentacion de la teoria. Adolphe Quetelet (1796-1874) fue otro importante fundador
de la estadistica y quien introdujo la nocion del «hombre promedio» (/’homme
moyen) como un medio de entender los fendémenos sociales complejos como tasas
de criminalidad, tasas de matrimonio o tasas de suicidios. Durante el siglo xx, la
creacion de instrumentos necesarios para asuntos de salud publica (epidemiologia,
estadistica, etc.) y propositos econdmicos y sociales (tasa de desempleo, econome-
tria, etc.) necesitd de avances sustanciales en las practicas estadisticas.

Hoy el uso de la estadistica se ha extendido mas alla de sus origenes como un servicio
al Estado o al gobierno. Personas y organizaciones usan la estadistica para entender
datos y tomar decisiones en ciencias naturales y sociales, medicina, negocios y otras
areas. La estadistica es entendida generalmente no como un subarea de las mate-
maticas sino como una ciencia diferente «aliada». Muchas universidades tienen
departamentos académicos de matematicas y estadistica separadamente. La es-
tadistica se ensefia en departamentos tan diversos como psicologia, educacion y
salud publica.

@ P.Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia100

indice



Al aplicar la estadistica a un problema cientifico, industrial o social se comienza
con un proceso o poblacion a ser estudiado. Esta puede ser la poblacion de un
pais, la de grandes cristalizados en una roca o la de bienes manufacturados por
una fébrica en particular durante un periodo dado. También podria ser un proceso
observado en varios instantes y los datos recogidos de esta manera constituyen una
serie de tiempo.

Por razones practicas, en lugar de compilar datos de una poblacion entera,
usualmente se estudia un subconjunto seleccionado de la poblacion, llamado
muestra. Datos sobre la muestra son recogidos de manera observacional o expe-
rimental. Los datos son entonces analizados estadisticamente lo cual sigue dos
propositos: descripcion e inferencia.

El concepto matematico fundamental utilizado para entender la aleatoriedad es el
de probabilidad. La estadistica matematica (también llamada teoria estadistica)
es la rama de las matematicas aplicadas que usa la teoria de probabilidades y el
analisis matematico para examinar las bases teoricas de la estadistica. El uso de
cualquier método estadistico es valido solo cuando el sistema o poblacién bajo
consideracion satisface los supuestos matematicos del método. El mal uso de la
estadistica puede producir serios errores en la descripcion e interpretacion, afec-
tando las politicas sociales, la practica médica y la calidad de estructuras tales
como puentes y plantas de reaccion nuclear.

Incluso cuando la estadistica es correctamente aplicada, los resultados pueden ser
dificilmente interpretados por un no experto. Por ejemplo, el significado estadisti-
co de una tendencia en los datos, que mide el grado en que la tendencia puede ser
causada por una variacion aleatoria en la muestra, puede no estar de acuerdo con
el sentido intuitivo. El conjunto de habilidades estadisticas basicas (y el escepticis-
mo) que una persona necesita para manejar informacion en el dia a dia se refiere
como cultura estadistica.

Este libro de problemas con ayudas es la primera parte de un conjunto de dos que
comprendera todas las fases del proceso estadistico. En este volumen se estudian
mediante problemas los principales rasgos de la estadistica descriptiva de una va-
riable, de dos variables, los numeros indices y series temporales.

La novedad que presenta este manual es que todos los ejercicios tienen dos tipos
de ayudas que aportan «pistas» de como resolver los ejercicios y los problemas.
Asi pues, el alumno puede consultarlas siempre que no sepa por donde continuar
mientras estd resolviendo un ejercicio. De esta manera el estudiante evitara la des-
agradable sensacion que una persona tiene cuando abandona la resolucion de un
ejercicio. Ademads, también se incluyen las soluciones completas de los ejercicios,
muchos de ellos comentados con profundidad.

Es conveniente dejar claras dos cuestiones relevantes. La primera de ellas es que
no hay que sacar la falsa idea de entender la estadistica como una mera coleccion
de métodos o técnicas tiles para el tratamiento de la informacion o, incluso lo que
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es mas, concluir que la estadistica es lo que hacen los estadisticos. Aunque estas
dos ideas no son desacertadas, tampoco permiten tener una vision completa de
lo que es la estadistica. La segunda es que nuestras decisiones se basan, cada vez
mas, en un flujo creciente de informacion que necesitamos sintetizar para evitar
aquello de los arboles que impiden ver el bosque. Nuestras decisiones son de tipo
condicionado, ya que las mismas se toman en funcion de algun tipo de informa-
cidn, tanto pasada como presente.

Este libro pretende ser un complemento didactico de la teoria basica de estadistica
que se puede encontrar en otros numerosos libros que hoy en dia se pueden encon-
trar en nuestras bibliotecas, asi como sobre todo el manual Introduccion a la esta-
distica aplicada a las ciencias sociales de la Col-leccio Sapientia de Publicacions
de la un, que puede considerarse el manual tedrico que complementa este libro.

En definitiva, nuestra humilde pretension es que este texto sirva de ayuda com-
plementaria a todos aquellos estudiantes que se enfrentan (muchas veces con poco

¢€xito) a la resolucion de problemas de estadistica descriptiva.

Los autores
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Introduccidon

El presente libro de problemas se puede considerar como el primero de los dos
complementos del manual Introduccion a la estadistica aplicada a las ciencias
sociales de la Col-leccid Sapientia de Publicacions de la Universitat Jaume I, el
cual consta fundamentalmente de contenidos tedricos, quedando el apartado de
problemas en un segundo plano. Con este nuevo texto, basado casi exclusivamente
en problemas resueltos, se completa parte del manual teorico y se facilita al estu-
diante una herramienta excelente para consolidar el aprendizaje de sus contenidos.

Los problemas cuentan con ayudas, siendo la ultima su resolucion completa. Es
decir, cada uno de los problemas tiene dos tipos de ayudas, que no son mas que una
breve informacidon que puede facilitar al estudiante el arduo trabajo de resolver
el problema. Las ayudas de tipo 1 son una mera orientacién que tiene por objeto
manifestar los contenidos que se deben consultar para poder resolver el problema.
La ayuda de tipo 2 da bastante mas informacion que la primera. Asi, en muchas
ayudas de este tipo se muestra parte de la resolucion del ejercicio. Finalmente, en
la resolucion del problema se muestra con todo detalle los contenidos estadisticos
que se utilizan y numerosos comentarios que permiten intuir la resolucion del
problemas similares.

Ademas, los problemas estan clasificados por objetivos, ya que de esta manera el
estudiante sabe en cada momento qué contenidos se estan trabajando y, por tanto,
puede consultar el manual tedrico para revisar aquellas cuestiones en las que pre-
sente dificultades.

Por otra parte, este manual esta dividido en cuatro unidades que hacen referencia
a la estaditica descriptiva univariante, la estadistica descriptiva bivariante, los na-
meros indices y, finalmente, las series temporales. Cada unidad esta dividida en
cuatro bloques: en el primero se proponen los enunciados de los problemas clasi-
ficados por objetivos. La segunda parte proporciona unicamente las ayudas de tipo
1 En el tercer bloque las ayudas son del tipo 2. El hecho de que para un mismo
problema no se encuentren los dos tipos de ayudas conjuntamente tiene la preten-
sion de que el estudiante realice la consulta detallada de las ayudas, reforzando la
idea de pensar antes de consultar. En la Gltima parte se muestran las resoluciones
completas de los problemas, las cuales estan repletas de comentarios, graficos y
diagramas que facilitan su comprension.
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UNIDAD 1

Estadistica descriptiva
univariante
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Introduccion tedrica

Como elementos introductorios de este capitulo, es conveniente recordar defini-
ciones de elementos importantes, ya desarrolladas en diferentes materiales como
los libros referenciados 1, 2 y 3, tales como:

Poblacion: Es el conjunto de elementos, individuos o los sujetos a estudio y de los
que se quiere obtener un resultado.

Parametro: Es una medida descriptiva de la poblacion total, de todas las observa-
ciones.

Muestra: Conjunto de elementos que forman parte de la poblacion total a la que
representa.

Tamario de la muestra: Es el nimero de elementos u observaciones que forman la
muestra.

Estadistico: Es una medida descriptiva de la muestra y que estima el parametro de
la poblacion.

Variables cualitativas y cuantitativas

Las variables en las que unicamente es posible un recuento del numero de elemen-
tos de la poblacién o muestra que poseen una de sus modalidades se llaman varia-
bles cualitativas o atributos (libros referenciados 4, 8, 14 y 19). Las modalidades
de estos tipos de variables ni siquiera admiten una gradacién y mucho menos una
medida numérica. Son variables como el sexo de una persona, la confesionalidad,
etc. Las modalidades que pueden tomar se denominan categorias. Asi, las catego-
rias de la variable sexo son masculino y femenino.

El resto de variables en las que, ademas de admitir el recuento del numero de
elementos de la poblacion o muestra que poseen una de sus modalidades, también
es posible asignarle una medida a la propia modalidad, se denominan variables
cuantitativas. Son por ejemplo el peso, la altura, el sueldo mensual, el grado de
dureza, etc.

Estas tltimas variables, las cuantitativas, también pueden clasificarse en discretas
y continuas. Una variable continua es aquella que puede tomar cualquier valor
dentro de un rango dado. Independientemente de la proximidad de dos observa-
ciones, si el instrumento de medida es suficientemente preciso, siempre se podra
encontrar una tercera observacion entre las dos primeras.

Una variable discreta esta limitada para ciertos valores, generalmente niumeros ente-
ros. Se diferencian de las continuas en que, dadas dos observaciones suficientemente
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proximas, no se puede encontrar ninguna observacion de la variable entre ellas.
Son ejemplos el nimero de hijos de las familias, el nimero de vehiculos que tienen
las empresas, el numero de turistas que visitan un pais, etc.

La variable estadistica se denota con mayusculas. Asimismo, cada una de estas
variables puede tomar distintos valores siendo su notacion la siguiente:

X=(x,x, Xpporor X X, xk)

Tablas de frecuencia
Antes de construir las tablas de frecuencias, hay que realizar una serie de definiciones:

Se llama frecuencia absoluta del valor x, al nimero de veces que aparece repetida
la observacion en la recopilacion de datos. Se representa por #,.

Se llama frecuencia relativa del valor x, al cociente entre la frecuencia absoluta
dex, y el nimero total de datos n. Se representa por f, y, evidentemente, es la
proporcion en que se encuentra el valor x, dentro del conjunto de datos en tanto
poruno; r _ n.

Por otra parte, suponiendo que se dispondra de k datos diferentes, se cumple que la
suma de todos los n, esn (n, +n, +....... +n, =n),y también que la suma de las
frecuencias relativas es igual a la unidad ( f, + f, +...... +f, =1

Se llama frecuencia absoluta acumulada del valor x, al nimero de datos de la
recopilacion que son menores o iguales que x;. Se representa por N, y su valor se
calcula a partir de las frecuencias absolutas; N,=n, +n, +....... +n, (asumiendo

1

Se llama frecuencia relativa acumulada del valor x; al cociente entre la frecuencia
absoluta acumulada de x, y el nimero total de datos n. Se representa por F; y, evi-
dentemente, es la proporcion en que se encuentran los valores menores o iguales a

: N, .,
x, dentro del conjunto de datos en tanto por uno; F, = —-. También hay otra ma-

nera de calcular F, a partir de las frecuencias relativas, pues F,=f, + f, +...... +
(asumiendo que X, < X,<....<X).

Las frecuencias acumuladas también cumplen dos propiedades triviales como con-
secuencia de sus definiciones: suponiendo que se dispusiera de k datos diferentes,
secumpleque N, =ny F, =1

Es importante remarcar que para calcular frecuencias acumuladas es necesario que
las variables por estudiar sean ordenables, es decir, debe ser posible establecer
una relacion de orden entre las variables. En otros casos, no tiene ningun sentido
realizar estos calculos.
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Estas definiciones permiten resumir los datos. Sin embargo, la manera mas
adecuada para sintetizar los datos es mediante lo que se denomina tabla de
frecuencias. En ella aparecen distribuidas los datos segin las frecuencias.
Al mismo tiempo refleja todos los conceptos mencionados con anterioridad.

En ocasiones el numero de datos diferentes que se estd estudiando es muy nume-
roso. Entonces, si se decidiera construir una tabla como la anterior, la columna
relativa a las x; seria muy extensa, inicamente hay que pensar en doscientos datos
diferentes dentro de una recopilacion de cuatrocientos.

La solucion a esta cuestion consiste en agrupar los datos en intervalos o clases,
de modo que cada dato pertenezca a uno y solo un intervalo. En consecuencia,
los conceptos relativos a la frecuencia que hasta ahora se referian a los valores
diferentes de los datos, al realizar la agrupacion, deben hacer referencia a los in-
tervalos.

Esta practica, a pesar de que ayuda a resumir y clarificar la informacion, tiene en
cambio un inconveniente: se pierde informacion sobre la propia distribucion de
datos. Al agruparlas en los intervalos los valores reales se «difuminany.

Un intervalo se suele representar por [Li , L) y se define como el conjunto for-
mado por todos los valores reales que son mayores o iguales que Li, (Extremo
inferior) y menores que L. (Extremo superior).

Se llama marca de clase a la media aritmética de los dos extremos del intervalo. Es

evidentemente el valor central del intervalo ya que equidista de los extremos. Se

L +L
denota por ¢, . Se calcula ¢, =—=—.

Se llama amplitud de un intervalo a la distancia que hay entre los extremos. Se
denota por a,y se calculaa =L~ L.

Se llama densidad de frecuencia absoluta de un intervalo al cociente entre la
frecuencia absoluta del intervalo y su amplitud. Se denota por d. Se calcula

Sin embargo, en la literatura matematica es posible encontrar varias reglas para
calcular el nimero adecuado de intervalos a partir del nimero de datos, como que
no puede superar el 10 % del niamero total de datos o como el método de la raiz.
Segun este método el nimero de clases es igual a la raiz cuadrada del ntimero de
datos:

Numero clases = \/ numero de datos

Se llama recorrido de un conjunto de datos a la diferencia entre el valor mas gran-
de y el mas pequeio del conjunto. Se denota por Re.
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En consecuencia, para averiguar la amplitud de la clase calculamos:

recorrido

Amplitud =
numero de clases

Conociendo el numero de intervalos y la amplitud se pueden construir ficilmente
todos los intervalos. Al finalizar la construccion de todos los intervalos es necesa-
rio comprobar que todos los datos pertenecen a un y solo un intervalo. Si no es asi,
hay que realizar alguna modificacion en la amplitud o en el numero de intervalos.

Graficos estadisticos

Los gréaficos también son muy ttiles para describir los conjuntos de datos (referen-
cias 15, 20 y 23). De hecho, un grafico estadistico permite formarse una primera
idea de la distribucion de los datos tan solo con una observacion. No obstante, hay
que tener cuidado pues en algunas ocasiones los graficos presentan «tendenciasy»
no atribuibles al quehacer matematico.

Diagrama de sectores o diagrama circular: Es un circulo dividido en diferentes
sectores. El area de cada sector es proporcional a la frecuencia que se quiera repre-
sentar, sea absoluta o relativa.

Para calcular el angulo asociado a cada frecuencia se aplica una simple propor-

.7 , . . . n.
cion: el dngulo asociado a una frecuencia absoluta n, esiguala f; - 360° ( f, =—).
Para la frecuencia absoluta acumulada se razona de la misma manera. n

Diagrama de barras: Se utiliza para representar los datos que no estan agrupados.
Consiste en colocar sobre un eje horizontal los distintos valores que toma la va-
riable estadistica, y sobre cada uno de ellos levantar un rectangulo de altura igual
a la frecuencia (del tipo que se esté representando). Todos los rectangulos deben
tener la misma amplitud.

Histogramas: Se utilizan para representar datos agrupados en intervalos. Consiste en
colocar sobre un eje horizontal los diferentes intervalos. Sobre cada uno de ellos se
construye un rectangulo de superficie igual a la frecuencia que se esté representando.
Asit, las alturas de los rectangulos deben ser las densidades de los intervalos. Hay que
notar que en el eje horizontal aparecen reflejadas las marcas de las clase.

Poligono de frecuencias: Es menos utilizado que los diagramas de barras y los
histogramas, pero pueden sustituirlos. Consiste en unir mediante lineas poligona-
les los extremos superiores de las barras si se trata de datos sin agrupar, o el punto
medio de la base superior de los rectdngulos, si se trata de histogramas.

Pictograma: Se suele utilizar para expresar un atributo. Se suelen utilizar iconos
que se identifican con la variable (ejemplo una bombilla, si la variable es la energia
electrica consumida en un hogar) y su tamafio es proporcional a la frecuencia.
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Medidas de posicion

Son coeficientes que tratan de representar una determinada distribucion; pueden
ser de dos tipos, centrales y no centrales.

Medidas Centrales

Media aritmética

Es el valor que habitualmente se toma como representacion de los datos. Es la
suma de todos los valores de la variable dividida entre el nimero total de elemen-
tos. Si los datos estan agrupados, se toma la marca de la clase como representante
del intervalo y se realizan todos los calculos como si los valores de la variable
fueran las marcas de las clases.

Si se considera una variable estadistica X que tiene k£ valores diferentes, que se re-
presentan por x; y sus frecuencias para n,, entonces la media aritmética se calcula:

X+ 10yX, + .. +1,X,

Media aritmética:
n

La media aritmética cumple las siguientes propiedades:

» Lasuma de las desviaciones de los valores de la variable respecto a la media
aritmética es 0.

* Si a todos los valores de la variable se les suma una misma constante, la
media aritmética queda aumentada en dicha constante.

* Sitodos los valores de la variable se multiplican por una misma constante la
media aritmética queda multiplicada por dicha constante.

* Siuna variable Y es transformacion lineal de otra variable X (Y =a - X + b; a
y b nimeros reales), la media aritmética de Y sigue la misma transformacion
lineal respecto a la media aritmética de X. Es decir:Y =a "X +b.

* Si en un conjunto de valores se pueden obtener 2 0 mas subconjuntos dis-
juntos que suponen una particion del conjunto total de valores, la media arit-
mética del conjunto se relaciona con la media aritmética de cada uno de los

subconjuntos disjuntos de la siguiente forma: Y _ M (siendo X la

media de cada subconjunto y N, el nimero de elementos de cada subconjunto).
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Media aritmética ponderada

A veces, no todos los valores de la variable tienen el mismo peso. Es decir, cada
uno de los valores que toma la variable tiene asignado un numero que indica su
importancia, el cual es independiente de la propia frecuencia absoluta.

El calculo de la media aritmética ponderada en estas casos sigue la siguiente ex-
presion, donde w, es el peso asociado a cada valor de la variable x,.

Media geométrica

Puede utilizarse para mostrar cambios porcentuales en una serie de nimeros posi-
tivos. Por lo tanto, tiene una amplia aplicacion en los negocios y en la economia.
La media geométrica proporciona una medida precisa de un cambio porcentual
medio en una serie de niimeros. Se representa por G y su calculo —efectuando la
notacion habitual— sigue la siguiente expresion.

—_ moyT2, e,
G= {/ XXy X,
Utilizando la notacidn potencial, también se puede presentar por:

G =(x""x.x)"

Media harmonica

Se representa por H y es la inversa de la media aritmética de las inversas de los
valores de la variable, con expresion:

" n n =nmumero total de datos

n.oonon, n, x, =valores diferentes que toman la variable
2 d Ly 24 +-F
X

X, X, X, n, = frecuencia absoluta de x,

Se utiliza para calcular el valor medio de magnitudes expresadas en términos rela-
tivos como velocidades, tiempos, rendimiento, tipo de cambio monetario, etc. Su
principal contrariedad es que cuando algun valor de la variable es 0 o proximo a
cero no se puede calcular.

En muchas ocasiones, no es necesario aplicar la formula anterior. Unicamente hay
que tener presente el concepto de media aritmética.
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Mediana

La mediana es el valor de la variable que divide las observaciones en dos grupos de
igual nimero de elementos, de modo que en el primer grupo todos los datos sean
menores o iguales que la mediana, y en el otro grupo, todas los datos sean mayores
o iguales. Por lo tanto, es una cantidad que indica orden dentro de la ordenacion.

DATOS NO AGRUPADOS

Al ordenar los datos, la posicion que ocupa la mediana se determina dividiendo
el nimero total de valores entre 2 (E) o lo que es lo mismo, calculando el 50 %

del total de datos (0,5 - n). Hay que tener en cuenta, sin embargo, la paridad de »:

* Cuando haya un nimero impar de valores, la mediana sera justo el valor
central. Si hay muchos datos el calculo no es inmediato, hay que construir
la tabla de frecuencias y fijarse en la columna de las frecuencias absolutas
acumuladas N,. La mediana sera el valor de variable que tenga la frecuencia
absoluta acumulada igual a % Es decir:

) n
SIN,, SESNZ. — Me =x,

* Cuando haya un numero par de valores, la mediana serd la media aritmética
de los dos valores centrales de la variable. Del mismo modo que en el caso
anterior, si el conjunto de observaciones es numeroso, es necesario construir

la tabla de frecuencias y fijarse en la columna de las N,. Si al calcular n

este resulta ser un valor menor que una frecuencia absoluta acumulada, la
mediana se calculara de la misma manera que en el caso anterior; es decir,

SIN, | = 5 = N, = Me = x,. Sin embargo, si coincide 5 con algun N,, para

. , o X, + X, . .
obtenerla se realizara el célculo siguiente: Me = 'T’” Los ejemplos si-

guientes clarifican los calculos.

DATOS AGRUPADOS

En distribuciones agrupadas es necesario determinar el intervalo [Li-1, Li) en el
que se encuentra la mediana. Este intervalo se determina siguiendo exactamente
los mismos procedimientos mencionados en el apartado anterior; se realiza el mis-
mo que en el caso de datos no agrupados. La diferencia radica en que se obtendra
un intervalo en lugar de un valor. Una vez se tiene el intervalo [L._, L,), la mediana
se calcula:

RIS

Me=L,_ + a, donde,
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L., Limite inferior

N., Esla frecuencia absoluta acumulada de la clase «anterion a la clase mediana
n.  Es la frecuencia de la clase mediana

a.  Esla amplitud de la clase mediana

Es evidente que lo que se pretende es calcular un representante del intervalo con
el objeto de fijar la mediana en un valor. Una posibilidad hubiera sido considerar
la marca de clase, sin embargo, el criterio usualmente mas seguido no es este sino
el de la formula antes mencionada.

En esta formula en primer lugar se considera el supuesto de que los datos es-
tan uniformemente distribuidos dentro de cada intervalo. Teniendo este hecho en
cuenta, se puede observar que la formula es una relacion de proporcionalidad entre
las posiciones que ocupan los valores de la variable y la amplitud de los intervalos.

Moda

Es el valor de la variable que més veces se repite, es decir, el valor que tiene mayor
frecuencia absoluta.

Pueden existir distribuciones con mas de una moda: bimodales, trimodal, etc.

DATOS NO AGRUPADOS

En las distribuciones sin agrupar, la obtencion de la moda es inmediata.

DATOS AGRUPADOS

En los supuestos que la distribucion venga dada en intervalos, se pueden producir
dos casos: que tengan la misma amplitud, o que esta sea distinta. En ambos casos
el objetivo es encontrar un valor que represente la moda.

Intervalos con la misma amplitud

Es evidente que una vez determinada la mayor frecuencia a esta no le corresponde
un valor sino un intervalo. Entonces no tendremos un valor modal sino un inter-
valo modal. Para calcular el representado del intervalo que haga el papel de moda
hay distintos criterios. En el texto se recoge el siguiente. En primer lugar se calcula
el intervalo donde se encuentra la moda, es decir, el intervalo modal [L_,, L)), el
cual tiene mayor frecuencia absoluta (). Posteriormente se calcula la moda de la
siguiente manera:

n.
Mo=L_+—"__q
n_, +n.,

@ P.Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia100

indice



Donde:

L. : extremo inferior del intervalo modal
a: amplitud del intervalo
n_,n : frecuencias de los intervalos anteriores y posterior respectivamente del

intervalo modal

Del mismo modo que la mediana, la férmula tiene el supuesto de que los datos
estan uniformemente repartidas dentro de cada intervalo. Ademas, siguiendo este
criterio se puede observar que la moda estard mas cerca de aquel intervalo adya-
cente con mayor frecuencia absoluta.

Medidas no Centrales
Percentiles o cuantiles

Son medidas de localizacion similares a la mediana. Su funcion es informar del
valor de la variable que ocuparé la posicion (en tanto por ciento) que nos interese
respecto de todo el conjunto de observaciones.

Podemos decir que los cuantiles son unas medidas de posicion que dividen la dis-
tribucion en un cierto nimero de partes.

Las mas importantes son:

* Cuartiles, dividen la distribucion en cuatro partes iguales (tres divisiones).
C1, Cp, C3, correspondientes a 25 %, 50 %, 75 %. Por ejemplo, el 1.° cuartil
tiene un 25 % de los datos menores o iguales a €1, el segundo cuartil es la
mediana, etc.

* Deciles, dividen la distribucion en 10 partes iguales (9 divisiones). Di,...,
Do, correspondientes a 10 %,..., 90 %.

* Percentiles, dividen a la distribucion en 100 partes (99 divisiones). Pq,...,
P99, correspondientes a 1 %,..., 99 %. Por ejemplo, el valor correspondiente
al percentil 65, tiene un 65 % de los datos menores o iguales a ¢€l.

Hay un valor en el que coinciden los cuartiles, los deciles y percentiles. Es la
mediana, ya que: P,, = C, = D.. El célculo de los cuantiles sigue el mismo proce-
dimiento que el que se ha utilizado en la mediana, tanto para los datos agrupados
como para los datos sin agrupar. Asi, en general se calcula la posicion en que se
encuentra el cuantil y después se calcula. Se distingue entre distribuciones agru-
padas y las que no lo estéan:
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DATOS NO AGRUPADOS

Primero se calcula la posicion que ocupa el cuantil que se estd estimando. Asi, si
Q, representa el cuantil que deja por debajo de €l un a (%) de los datos:

. a
si N, =s—n=N,— Q =x,
10
— xi+xi+1

a
en el supuesto que —n=N. — Q=
p q 100 i 0 >

DATOS AGRUPADOS

En distribuciones agrupadas, es necesario determinar el intervalo [Li-1, Li) en el
que se encuentra el cuantil. Este intervalo se determina siguiendo exactamente los
mismos procedimientos mencionados en el apartado anterior; se realiza el mismo
que en el caso de datos no agrupados. La diferencia radica en que se obtendra un inter-
valo en lugar de un valor. Un vez se tiene el intervalo [Li-1, Li), el cuantil se calcula:

9 n-N
PP S|
Me=L,_ + 100 7 a, donde,
n.

l

L., Limite inferior de la clase mediana

N., Esla frecuencia absoluta acumulada de la clase «anterion» a la clase mediana
n.  Esla frecuencia de la clase mediana

a, Eslaamplitud de la clase mediana

Medidas de dispersion

Son complementarias de las de posicion, en el sentido que senalan la dispersion
del conjunto de todos los datos de la distribucion, respecto de la medida o medidas
de localizacion adoptadas.

Recorrido

Se define como la diferencia entre el mayor y menor valor de las variables de una
distribucion de datos, es decir:

Re = max(x;)— min(x,)

Recorrido intercuartilico

Se define como la distancia que hay entre el tercer y el primer cuartil, es decir:

Re=C,-C,
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Desviacion media respecto de la mediana

Se define como la media aritmética de los valores absolutos de las desviaciones de
los valores de la variable respecto de la mediana. Responde a la siguiente expresion:

k

E|xl. - Me|-n,.

_ =l
Dy =
n

Varianza

Se define como la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de los
valores de la variable respecto de la media aritmética de la distribucion. Responde
a la expresion:

i(xl. - f)z-ni

- =l

) _ —X) P +(x, = X)n, + .+ (x, - X) P,

n n

S

Como se puede observar en la definicion, la varianza es un promedio del cuadrado
de los errores que se cometen al considerar la media aritmética como «el represen-
tante» de todos y cada uno de los datos.

Por otra parte, una de las principales dificultades que presenta la varianza es la
unidad, ya que viene dada en unidades al cuadrado (h?, m?, etc.). La manera de
solucionar esta circunstancia es estimando la raiz cuadrada.

Desviacion tipica o desviacion estandar

Se define como la raiz cuadrada, con signo positivo, de la varianza. Responde a la
siguiente expresion:

En las definiciones anteriores se han estado considerando datos no agrupados. Si
lo fueran, inicamente hay que emplear las marcas de clases como representantes
de los intervalos. Es decir, ¢, = x..

Por otra parte, se pueden definir dos estadisticos de dispersion mas, llamados qua-
sivariancia y cuasidesviacion tipica como:
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Estos estadisticos tienen mucho interés en la Estadistica Inferencial como se vera
en capitulos posteriores.

La varianza cumple las siguientes propiedades:

 La varianza es siempre un valor no negativo o 0. Unicamente puede ser 0 si
todos los datos son iguales. En este caso es evidente que X =x, para todo
los posibles valor del indice.

» Siatodos los valores de la variable se les suma una constante la varianza no
se modifica.

+ Sitodos los valores de la variable se multiplican por una constante la varian-
za queda multiplicada por el cuadrado de dicha constante.

* Siuna variable X~ es transformacion lineal de otra variable X (X'=a - X+ b; a
y b nimeros reales), la varianza de X’ se obtiene a partir de la de X del modo
12 2.2
s“=a"s".

Las medidas de dispersion absolutas son unos indicadores que presentan dificulta-
des a la hora de comparar la representatividad de las medidas de tendencia central
entre dos distrubucions de datos diferentes. Por ello, a veces se recurre a medidas
de dispersion relativas.

El coeficiente de variacion de Pearson

Es una de las mas significativas y determina el grado de significacion de un con-
junto de datos relativo a su media aritmética. Se define como el cociente entre la
desviacion tipica y la media aritmética de la distribucion de datos.

N

VX:m

MEDIDAS DE FORMA

Nos dan informacion de la forma del histograma, de su simetria y de la menor o
menor proximidad de los valores de la variable respecto de su promedio.

Coeficiente de asimetria de Fisher

Las medidas de asimetria permiten determinar, sin que sea necesario hacer las
representaciones graficas, el grado de simetria que presentan los datos respecto a
un valor central de la variable estadistica, normalmente la media aritmética. Por
tanto, esta medida debe reflejar dos aspectos: la distancia de cada observacion
respecto a la media aritmética (es decir, la diferencia entre cada valor y la media
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aritmética: X; — x) y la frecuencia de cada una de estas distancias (la que coincidi-
ra, evidentemente, con la frecuencia de cada observacion). De esta manera, intuiti-
vamente, si «predominany las distancias negativas sobre las positivas (por ser mas
frecuentes o ser distancias muy grandes), entonces la distribucion es asimétrica a
izquierdas. Si por el contrario, se da la situacion opuesta entonces la distribucion
es asimétrica a derechas. Para finalizar, si las distancias negativas y las positivas
se «compensany, entonces la distribucion es simétrica.

Ahora pues, lo que hay que encontrar es el estadistico que determine la asimetria
de la distribucion de datos. Como la asimetria esta directamente relacionada con
las desviaciones respecto a la media aritmética, una primera aproximacion puede

i(xi -X)n,

ser la media de las desviaciones, es decir, =/——— . Sin embargo, ya es cono-

n
cido que esta suma es cero (propiedades de la media aritmética).

Por otra parte, como lo que nos interesa es conocer el signo de las desviaciones,
tampoco podemos emplear el cuadrado de las desviaciones. Asi pues, parece co-
herente tomar una potencia de grado tres de las desviaciones y calcular la media.
Asi, si llamamos

k
3\3
E(xl. -X)'n,
m = -l
b
n

por lo que se cumple:
sim=0 la distribucion es simétrica
sim>0 la distribucion es asimétrica positiva
si m<0 la distribucion es asimétrica negativa

De esta manera se obtiene el coeficiente de asimetria de Fisher.

i(xi -X) n,
i=1

8 =

“u| 3
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Curtosis

Para estudiar el grado de curtosis de una distribucion hay que tomar un modelo tedri-
co como referencia, la representacion grafica tenga forma de campana simétrica. No
es extrafio pues, que se tome el modelo normal, ya que, como ya se ha mencionado
con anterioridad, se puede decir que es el modelo campaniforme por antonomasia.

De esta manera, tomando este modelo como referencia, se dice que una distribu-
cion es leptocurtica si es mas apuntada que la distribucion normal. Si es menos
apuntada se le llama platicurtica. Finalmente, si tiene el mismo apuntamiento que
una distribucion normal se le llama mesocurtica.

Del mismo modo que en el caso del estudio de la asimetria, hay un coeficiente que
permite clasificar los datos segun la curtosis. En este caso, el coeficiente no es tan
intuitivo, por lo que unicamente se dard la definicion y su interpetacion. Como en
el caso de la otra medida de forma, este indicador tampoco tiene dimension.

i (x,—X)*n,
i=1

&= p 1 73
E(xi—X)znl.
i=1

n

La idea del apuntamiento de una distribucion de datos sale de la comparacion de
la frecuencia de los valores centrales de una distribucion con la frecuencia de los
valores centrales en un modelo teorico normal que tenga la misma media y la mis-
ma desviacion tipica que la distribucion que se esta estudiando.

k
E (x, - X)'n,
i=1
Como en un modelo normal se cumple que 1 =3, entonces:
s
Una distribucion sera:
mesocurtica (normal) st g,=0
leptoctrtica si g,>0
platictrtica si g, <0

Por ultimo, debemos remarcar que el estudio de la curtosis no implica necesaria-
mente que las distribuciones sean simétricas. Asi, por ejemplo, nos podriamos en-
contrar distribuciones de observaciones que sean leptocurticas y, al mismo tiempo,
asimétricas positivas.
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Cajas y bigotes (Box-plot)

Un diagrama de cajas y bigote (conocido también como Box and whisker plot
en inglés), es una representacion grafica de los datos que permite determinar con
mucha facilidad y de una manera visual la tendencia central, la variabilidad, la
asimetria y la existencia de valores andmalos de un conjunto de observaciones
(outliers). De alguna manera, se puede decir que es uno de los graficos que mas y
mejor resumen los conjuntos de datos.

El diagrama de cajas emplea el resumen de los 5 nimeros: la menor observacion,
la mayor observacion, el primer cuartil, la mediana y el tercer cuartil.

MEDIDAS DE CONCENTRACION

Estudian el grado de concentracion de una magnitud, normalmente econémica, en
determinados individuos. En cierto modo es un término opuesto a la equidad en el
reparto. Se denomina concentracion al grado de equidad en el reparto de la suma
total de los valores de la variable considerada (renta, salarios, etc.).

Las infinitas posibilidades que pueden adoptar los valores se encuentran entre los
dos extremos:

Concentracion maxima, cuando un solo individuo percibe el total y los demas
nada; en este caso, se estd ante un reparto no equitativo:

el que recibe x, = el que recibex, =....... =el que recibe x,_ = Oy el que recibe x, = el total

Concentracion minima, cuando el conjunto total de valores de la variable esta re-
partido por igual, en este caso se estd ante un reparto equitativo:

el que recibex, = el que recibe x, =....... =el que recibe x, | = el que recibe x,

Hay diferentes medidas de concentracion, pero en el texto se va a estudiar el indice
de Gini; por ser un coeficiente, serd un valor numérico. Para obtenerlo es necesario
realizar un conjunto de calculos.

Se supone que hay una distribucion de rentas ( x; - n) donde i toma los valores de 1
hasta & (por ejemplo, x; son los sueldos y » el nimero de personas que cobran ese
sueldo) de la que se formard una tabla con las columnas siguientes:

1) Los productos x; - n. indicaran la renta total percibida por los 7, rentistas de
renta individual x; .

2) Las frecuencias absolutas acumuladas N, .

3) Los totales acumulados u, que se calculan de la siguiente forma:
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u=x n

1 1

U =Xn+txn

2 1 1

U =X n+xn +xn

3 1 1 2 2 3 3

U =Xn-+xn-+xn-+xn
4 1 1 2 2 3 3 4 4

Por tanto, se puede decir que:

i
u; = Ex,- ‘n; para cualquier valor de j desde 1 hasta k.

i=1

4) La columna total de frecuencias acumuladas relativas, que se expresa en tanto
por ciento y que se representa por p, vendra dado por la siguiente notacion:

b=

S |~2

5) La columna de renta acumulada relativa, que se expresa en tanto por ciento

y que se representa por la expresion:

N, U;
pi [ qi = — ..
Xl nl Xi 1,li Nl u1 n uk P
X1 nl X] nl Nl ul 1 q] pl ) ql
XZ 1’12 X2 nZ N2 u2 pZ q2 p2 ) q2
X n x n N, u, 100 100 0
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Como se puede ver, la tltima columna es la diferencia entre las dos penultimas;
esta diferencia seria 0 para la concentracion minima en la que se cumple p, = g,
para cualquier i, por tanto su diferencia seria cero.

i(pi _q,')

Analiticamente el indice de Gini: Iz =—75——
pi
j=1
Este indice tendra los valores:
* i,=0cuando p,=q, concentracion minima
* i;=lcuando ¢, =0 concentracion maxima

Por otra parte, si se representan graficamente los g, en el eje vertical y los p, en
la horizontal se obtendra la curva de concentracién o curva de Lorenz. Se puede
comprobar que esta curva resultante siempre aparecera «por debajo» de la diago-
nal del primer cuadrante, la cual representa la concentraciéon minima. Ademas,
cuando mas se aproxime esta curva a la diagonal, menor sera la concentracion.

A continuacidn, se desarrollara los objetivos y los ejercicios correspondientes a
este capitulo. Cabe recordar que el material desarrollado y el resultado de algunos
ejercicios son aplicaciones desarrolladas con el software R (referencias bibliogra-
ficas 13, 18 y 22).
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Objetivos

Los problemas deben permitir que los alumnos alcanzan los objetivos didacticos:

1a) Conocer los conceptos basicos de las variables estadisticas.

1b) Saber clasificar las variables estadisticas.

Ic) Saber analizar y realizar tablas de frecuencias de un conjunto de datos.

1d) Conocer las diferencias entre las tablas de datos sin agrupar y las tablas de
datos agrupados.

le) Saber interpretar y construir los principales graficos estadisticos.

1f) Conocer los conceptos y saber realizar los calculos de las medidas de ten-
dencia central y de dispersion. Concretar con la aplicacion del coeficiente
de variacion de Pearson en aquellas situaciones que lo requieran.

1g) Conocer los principales estadisticos que miden la forma de los datos a partir
de los graficos.

1h) Saber calcular e interpretar el indice de Gini, asi como saber realizar la
curva de Lorenz para medir la equidad de un reparto.

La tabla siguiente nos muestra como estan distribuidos los objetivos segin los

ejercicios:

Objetivos la 1b Ic 1d Ie 1f 1g 1h

Ejercicio
1 X X
2 X X X
3 X X X
4 X X X
5 X X X
6 X X X X
7 X X
8 X
9 X X X
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Enunciados

la) Conocer los conceptos basicos de
las variables estadisticas.

1b) Saber clasificar las variables esta-
disticas.

Ejercicio 1

Clasifica las siguientes variables, justificando el por qué de la eleccion:

a) Color de los coches.

b) Marcas de ordenadores.

c¢) Longitud de carreteras en metros.

d) Nivel de estudios.

e) Numero de hijos de una familia.

/) Numero de alumnos de estadistica en una carrera.

g) Metros de altitud de las montafias.

h) Profesiones de las personas.

i) Sueldo mensual de los trabajadores de las empresas del sector ceramico.

la) Conocer los conceptos basicos de
las variables estadisticas.

1b) Saber clasificar las variables esta-
disticas.

le) Saber interpretar y construir los
principales graficos estadisticos.

Ejercicio 2

Actualmente, se esta estudiando en las distintas comunidades autonomas el nime-
ro de hijos por familia para estudiar la natalidad. Uno de los trabajadores que esta
haciendo las encuestas, recoge los datos de su barrio donde hay 100 familias. Ha
obtenido los siguientes datos que aparecen en la tabla sguiente:

[N NS R SN e K== [ \O 2 I SN Rl I SN I SN

RN —m[W[ WO~ |W|N|O

SO W—mO|lW|— ||l |lO|W

N[ =W W == w|o

S|IO|= =~ |O|=|r

— W WA WA= W[ |—
N[N W W[ |[W | W[ — W
Sl |WIND[W|—=[A~|D[DND|[W
N WA | |W[—|A~[W|— |~
WIW | [N |W(N|ND[—OD

@ P.Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia100

indice



a) Construye el grafico que consideres mas adecuado con las frecuencias acu-
muladas.
b) Construye el poligono de frecuencias con las frecuencias acumuladas.

la) Conocer los conceptos basicos de
las variables estadisticas.

1b) Saber clasificar las variables esta-
disticas.

le) Saber interpretar y construir los
principales graficos estadisticos.

Ejercicio 3

Los sueldos, en miles de euros mensuales de 40 empresarios del sector de la cons-
truccion del afio 2007 son:

3.9 4,7 3,7 5,6 4,3 4,9 5,0 6,1 5,1 4,5
53 3,9 4,3 5,0 6,0 4,7 5,1 4,2 4,4 5,8
33 4,3 4,1 5,8 4,4 4,8 6,1 4,3 5,3 4,5
4,0 5,4 3,9 4,7 33 4,5 4,7 4,2 4,5 4,8

Se quiere estudiar si realmente son bastante altos y cual es su distribucion. Para
conseguirlo:

a) Representa graficamente la informacion recogida.
b) Crea la misma representacion en 4 clases para poder diferenciar de forma
mas clara los tipos de sueldos.

1b) Saber clasificar las variables esta-
disticas.

1c) Saber analizar y realizar tablas de
frecuencias de un conjunto de datos.

1d) Conocer las diferencias entre las ta-
blas de datos sin agrupar y las tablas
de datos agrupados.

Ejercicio 4

La recopilacion de 20 datos correspondientes al nimero de llamadas de teléfono
registradas en una empresa durante los dias de preparacion de material para una
feria de muestras durante el periodo de 9 a 12 horas.

15,5, 10,5,5,6,5,6,5,6,7,10, 10, 12, 11, 11, 12, 15, 12, 15
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Se quiere estudiar si realmente hay variacion a lo largo de los dias de las llamadas
que se reciben. Por este motivo se pide confeccionar una tabla de frecuencias que
recoja esta informacion.

16) Saber clasificar las variables esta-
disticas.

lc) Saber analizar y realizar tablas de
frecuencias de un conjunto de datos.

1d) Conocer las diferencias entre las ta-
blas de datos sin agrupar y las tablas
de datos agrupados.

Ejercicio 5

Una empresa esta haciendo el estudio del dinero que se gasta la gente para com-
prar una segunda casa como complemento de la primera vivienda. Reducir los da-
tos de los euros y en numero de familias que han comprado este tipo de vivienda.
A continuacién se puede ver los datos:

Euros Familias
0-50000 2145
50000-75000 1520
75000-100000 840
100000-115000 955
115000-135000 1110
135000-140000 2342
140000-150000 610
150000-200000 328
>200000 150

Se pide:

a) (De qué tipo de variable es el objeto de estudio?

b) Mostrar en forma de tabla de frecuencias el conjunto de los datos recogidos.

¢) {Qué porcentaje de familias se gastan mas de 150.000 euros?

d) El 65 % de familias que menos se gasta, ;qué cantidad de dinero como maxi-
mo desembolsa?
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1) Saber clasificar las variables esta-
disticas.

lc) Saber analizar y realizar tablas de
frecuencias de un conjunto de datos.

le) Saber interpretar y construir los
principales gréficos estadisticos.

1f) Conocer los conceptos y saber rea-
lizar los calculos de las medidas
de tendencia central y de disper-
sion. Concretar con la aplicacion
del coeficiente de variacion de
Pearson en aquellas situaciones
que lo requieran.

Ejercicio 6

En el siguiente histograma se representa la distribucion del dinero que durante el
ultimo mes se han gastado los trabajadores de una empresa en dietas:

0,2
0,18
0,16
0,14
0,12

0,1
0,08
0,06 1
0,04 4
0,02 4

0

Frecuencias relativas

60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Variable X (marcas de clase)

a) Determina, sabiendo que hay 200 trabajadores.

b) La tabla de frecuencias que muestra los datos que tenemos.

¢) La cantidad media que se han gastado, la mas frecuente y la cantidad que te-
nian como maximo, el 50 % de los trabajadores que menos cobraban.

d) Calcula e interpreta el rango de la distribucion asi como el rango intercuartilico.

e) Calcula el minimo del 20 % de los empleados con mayor cantidad de dietas.
(Qué porcentaje del total de la empresa corresponde a este grupo?

/) Elintervalo centrado en la cantidad media en que se encuentran el 75 % de los
datos. {Es, pues, el sueldo medio muy representativo del conjunto de las dietas?

2) En el mes siguiente, la empresa decidié aumentar las dietas de todos los tra-
bajadores un 5 %. Ademas, les dio una prima de 50 euros en concepto de
productividad. Calcula el salario medio, el salario mas frecuente y el salario
que tenian como maximo, el 50 % de los trabajadores que menos cobran el
mes siguiente.
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h) De las dietas de otra empresa, que pertenece al mismo sector, se sabe que la
media aritmética de sus trabajadores es de 120 euros, con una varianza de
2,5 euros. ;[ Qué empresa tiene una dieta media mas representativa? Razona
la respuesta.

1b) Saber clasificar las variables esta-
disticas.

1g) Conocer los principales estadisti-
cos que miden la forma de los da-
tos a partir de los gréficos.

Ejercicio 7

Se quiere lanzar al mercado un nuevo producto ceramico y la empresa que lo crea
estudia el tiempo de publicidad, en segundos, que otras empresas han utilizado
para promocionar un producto similar. A continuacion se puede ver para cada em-
presa la duracion y los anuncios realizados:

Empresa 1
Duracion Numero de anuncios
0-20 3
20-25 17
25-30 13
30-40 9
40-60 8
Empresa 2
Duracion Numero de anuncios
0-20 1
20-25 5
25-30 13
30-40 5
40-60 2
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Empresa 3

Duracion Numero de anuncios
0-20 4
20-25 6
25-30 7
30-40 5
40-60 3

Empresa 4

Duracion Numero de anuncios
0-20 3
20-25 17
25-30 13
30-40 9
40-60 8

Para realizar el estudio, calcula:

a) La duracion media de cada empresa.
b) (Tienen todas las distribuciones la misma forma? Comenta el resultado.
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1/h) Saber calcular e interpretar el indi-
ce de Gini, asi como saber realizar
la curva de Lorenz para medir la
equidad de un reparto.

Ejercicio 8

Dos compaiiias de venta de coches tienen maneras diferentes de pagar a sus traba-
jadores. La compaiiia A lo hace mediante un sueldo fijo mensual y la compaiiia B
mediante un porcentaje sobre las ventas efectuadas. La distribucion de los salarios
por categorias es la siguiente:

COMPANIA A COMPANIA B
Sueldo Numero Sueldo Numero
(centenares de euro) | de trabajadores (centenares de euro) | de trabajadores
26 10 4 10
39 10 5 10
52 40 6 40
247 20 7 20
260 10 26 10
273 10 27 10

a) Basandose unicamente en las observaciones, jen qué compaiia el sueldo
medio fluctiia menos o tiene los repartos mas equitativos? Justifica el resul-
tado mediante el andlisis estadistico del reparto.

b) (En cual de las dos compaiias el sueldo es mas homogéneo o concentrado?
Se debe obtener el resultado también de forma gréfica.
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la) Conocer los conceptos basicos de
las variables estadisticas.

le) Saber interpretar y construir los
principales graficos estadisticos.

1) Conocer los conceptos y saber rea-
lizar los calculos de las medidas
de tendencia central y de disper-
sion. Concretar con la aplicacion
del coeficiente de variacion de
Pearson en aquellas situaciones
que lo requieran.

Ejercicio 9

La distribucion de edades del Censo Electoral de Residentes a 1 de enero de 1999
para las comunidades autonomas de Aragén y Canarias, en tantos por ciento, es la

siguiente:
Edades Aragon Canarias
16-18 3,55 4,35
18-30 21,56 29,99
30-50 31,63 35,21
50-70 28,14 21,97
70-90 15,12 8,48

a) Representa sobre los mismos ejes de coordenadas los datos de la distribu-
cion de la edad para las dos comunidades autonomas (emplea distinto trazo
o distintos colores). ;Qué conclusiones obtienes a la vista del grafico?

b) Calcula la edad media para las dos comunidades. Compadralas. ;Qué indican
estos resultados?

¢) (En qué comunidad las observaciones son mas dispersas?

d) Si los datos de edades fueron: Aragén: 10, 10, 10, 10, 20, 30, 40, 30, 40, 50,
60, 40, 40, 40, 60, 70, 80, 70, 80, 90, 70, 50, 40, 90. Canarias: 20, 30, 40,
40, 140, 50, 40, 30, 40, 30, 50, 60, 40, 30, 30, 40, 30, 40, 30, 40, 30, 50, 60,
70. Obten un grafico que nos muestre la dispersion de los datos en el mismo
gréfico.
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Ayudas

En este apartado se presentaran las ayudas a emplear en caso de ser necesario a
la hora de realizar los ejercicios y problemas. Es conveniente no hacer un abuso
excesivo de estas ayudas, es decir, antes de emplear la ayuda hay que pensar el
problema al menos durante unos 10-15 minutos. Después se consultara la ayuda
de tipo 1 y se intentard resolver el ejercicio con esta ayuda. Si no es posible resol-
verlo, entonces se consultara la ayuda de tipo 2; y en tultimo término la solucion.

‘Ayudas Tipo 1

Exercicio 1

Lo que se necesita para resolver este ejercicio, es primeramente conocer los tipos
de variables que existen. A continuacion puedes ver una clasificacion de los tipo de
variables.

Las variables cualitativas son aquellas que no se pueden medir, es decir, aquellas
que toman valores a los que no se puede asignar ningiin numero. Expresan cuali-
dades o categorias. Ademas pueden ser:

a) Ordinales: se pueden ordenar.
b) Nominales: no hay preferencias entre unas y otras.

Las variables cuantitativas, por el contrario, son medibles, es decir, los valores
que se observan pueden expresarse de forma numérica. Estas variables pueden
clasificarse en:

a) Discretas, cuando toman sus valores en un conjunto finito o numerable.
b) Continuas, cuando pueden tomar cualquier valor en un intervalo.

Exercicio 2

Lo que se necesita para resolver este ejercicio, es conocer primeramente los tipos
de variables que existen para elegir la correcta y el tipo de grafico correspondiente.
La clasificacion del tipo de variables, como ya se conoce del ejercicio anterior es:

— Las variables cualitativas (Ordinales o Nominales).
— Las variables cuantitativas (Discretas o Continuas).
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Segun el tipo de variable, el grafico correspondiente sera:

—  Para las variables cualitativas: diagrama de barras o diagrama de sectores.
— Para las variables cuantitativas:

Discretas: Diagrama de barras o sectores.
Continuas: Histograma.

Los primeros pasos seran saber qué tipo de variable es, ya que este elemento afec-
tara a la eleccion tanto del tipo de tabla de frecuencias como la eleccion del tipo
de grafico.

Queda claro que es una variable numérica. Por lo tanto, puede ser continua o
discreta. En este caso, como los datos hacen referencia al nimero de hijos sera

cuantitativa discreta.

Con estas informaciones, se puede pasar a resolver el problema.

Ejercicio 3

Lo que se necesita para resolver este ejercicio, de la misma forma que el anterior,
es conocer los tipos de variables que existen para elegir la correcta y el tipo de
grafico correspondiente. En este caso, los que aparecen son datos numéricos conti-
nuos. Por este motivo, lo que se trabaja es la creacion de representaciones graficas
como son los histogramas en los dos apartados.

Por otra parte, hay que pensar como crear las clases para hacer este tipo de proble-
mas y se puede hacer con el conocimiento de los siguientes elementos:

Se llama marca de clase a la media aritmética de los dos extremos del intervalo.
Es evidentemente el valor central del intervalo ya que equidista de los extremos.

Se denota por ¢, . Se calcula c; _La+h .

Se llama amplitud de un intervalo o recorrido a la distancia que hay entre los ex-
tremos.

Se llama densidad de frecuencia absoluta de un intervalo al cociente entre la fre-
cuencia absoluta del intervalo y su amplitud.

Meétodo de la raiz: Segun este método el numero de clases es igual a la raiz cua-
drada del numero de datos:

Numero de clases = \/ numero de datos .

El siguiente paso es calcular la amplitud de los intervalos.
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recorrido

Por lo que, la amplitud ~— .
numero de clases

Con esta informacion, se puede empezar sin problemas la solucion del problema.

Ejercicio 4

Hay que recordar, sin embargo, que los diferentes valores que puede tomar la va-
riable estadistica se denotan mediante x,. En este caso, ordendndolos de menor a
mayor, x, =5,x,=6,x;,=7,x, =10, x; =11, x; =12, x, =15.

Se llama frecuencia absoluta del valor x, al nimero de veces que aparece repetida
la observacion en la recopilacion de datos. Se representa por n,. La frecuencia ab-
soluta del valor x, es 2 (n,=2), pues el dato 6 se repite dos veces en el conjunto
de los datos de la muestra.

Se llama frecuencia relativa del valor x, al cociente entre la frecuencia absoluta

de x; y el numero total de datos n. Se representa por f; y, evidentemente, es la

proporcion en que se encuentra el valor x, dentro del conjunto de datos en tanto
n, . n 2

por uno; f; = —. Enel ejemplo f, =—2=—=0,1. Por tanto, el 10 % de los datos

son seises. n 20

Es importante remarcar que para calcular frecuencias acumuladas, a las que lla-
maremos F, como frecuencia relativa acumulada y N, como frecuencia absoluta
acumulada, es necesario que las variables a estudiar sean ordenables, es decir,
debe ser posible establecer una relacion de orden entre las variables. Sin embargo,
no tiene ningtin sentido realizar dichos célculos.

Estas definiciones permiten resumir los datos. Sin embargo, la manera mas ade-
cuada para sintetizar los datos es mediante lo que se denomina tabla de frecuen-
cias. En ella aparecen distribuidas los datos segun las frecuencias. Al mismo tiem-
po refleja todos los conceptos mencionados con anterioridad.

Ejercicio 5

a) En los ejercicios anteriores ya hemos visto que es necesario conocer la cla-
sificacion de las variables.

b) La clasificacion del tipo de variables, como ya se conoce del ejercicio ante-
rior es:

— Las variables cualitativas (Ordinales o Nominales).
— Las variables cuantitativas (Discretas o Continuas).
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c¢) Para completar la tabla de frecuencias debemos conocer:

— Saber crear la tabla de datos continuos. En este caso, los intervalos ya los
tenemos, solo tenemos que afiadir la marca de clase.

— Completar la tabla con las diversas frecuencias n, f, N y F.

— Ademas, hay que conocer los pasos para crear la tabla si no conocemos
los intervalos, pero esto es un problema que no tenemos en este caso.

d) Debemos buscar en la tabla el valor en los intervalos. En este caso, el inter-
valo que tiene el maximo en 150.000.

e) Se pide el percentil 65 Los percentiles dividen la distribucion en 100 partes
(99 divisiones). P1,..., P99, correspondientes al 1 %,..., 99 %. En este caso,
el valor correspondiente al percentil 30, tiene un 30 % de los datos superio-
res o iguales a ¢él.

Ejercicio 6

Como primera ayuda recordar que:

— Hay que saber el tipo de variable. En este caso es una variable cuantitativa
continua, ya que se muestra un grafico con formato de histograma.

— Ademas, recuerda que en el eje de las ordenadas, lo que aparece es la fre-
cuencia relativa, ni la absoluta ni ninguna de las acumuladas. Esta suposi-
cion se basa en que el grafico no estd en todo momento aumentando.

— El formato de la tabla de frecuencias tendra la forma:

L, L) ni Ni fi Fi

Ejercicio 7

a) Por lo que respecta al calculo de la media aritmética, hay que tener en cuenta que
es una variable continua y que hay que utilizar la marca de clase en cada caso.

b) Respecto a la forma de las distribuciones, tenemos que trabajar los coeficientes
de asimetria y curtosis, ademas de crear los graficos para ver la forma de las
distribuciones. En este caso se puede utilizar el diagrama de barras aplicado a
cada empresa para ver la desviacion respecto a la distribucion normal.
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La forma de los graficos puede ser respecto a la simetria:

1
mediana Eri(mélica
T T T T T

g1>0, Asimétrica positiva

1
1
T y
medlana. aritmética

g1 =0 Simétrica

1
mediana il{i(mélica
T T T T J

g1<0. Asimétrica negativa

Respecto al apuntamiento:

leptocirtica mesocirtica

frecuencia relativa
frecuencia relativa

Ejercicio 8

frecuencia relativa

platicartica

a) Respecto a lo que se nos pregunta en el primer apartado, debemos calcular
el coeficiente de variacion de cada una de las compaiias y luego realizar la

comparacion.

b) En el segundo apartado se pregunta el indice de concentracion de Gini. Para
calcularlo, se seguird la siguiente informacion: se supone que se tiene una
distribucion de rentas (x;- n) donde i toma los valores de 1 hasta k (por
ejemplo x; son los sueldos 'y n, el nimero de personas que cobran ese suel-
do) de la que se formara una tabla con las columnas siguientes:
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1) Los productos, x,- n, indicaran la renta total percibida por los n, rentistas de
renta individual x,.

2) Las frecuencias absolutas acumuladas N..

3) Los totales acumulados u, que se calculan de la siguiente forma:

u=X n

1 1 1

U =X n +txn

2 1 1 2 2

u =X n+txn +xn

3 1 1 2 2 3 3

u =Xn-+xn-+xn-+xn

4 1 1 2 2 3 3 4 4
u=Xn-+xn+xn-+xn-+............. +X n
k 1 1 2 2 3 3 4 4 k k

Por tanto, se puede decir:

i
u; = Exi ‘n; para cualquier valor de j desde 1 hasta £.
i=1
4) La columna total de frecuencias acumuladas relativas, que se expresa en
tanto por ciento y que se representa por p,, vendra dada por la siguiente no-
tacion:

N,

5) La columna de renta acumulada relativa, que se expresa en tanto por ciento
y que se representa por la expresion:

U
q, =—
Uy
Por lo tanto, se puede hacer la tabla:
Nl g 28| pi-gi
X n X . N. u pPi= q: = prq
i i i1 i i n uk
X n X n N u -
1 1 1 1 1 1 pl ql pl ql
X n X n N u -
2 2 2 2 2 2 p2 q2 p q2
X n X n 100
. . . N, u, 100 0
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Ejercicio 9

a) Los datos en este caso son muy importantes, ya que se puede ver que se
muestran los datos agrupados pero en diferente amplitud. Por este motivo,
se ha de representar la densidad de los datos, no directamente los datos que
se nos presentan.

b) Para obtener los datos de la media aritmética, hay que tener en cuenta el
mismo elemento que se ha comentado con anterioridad, que son datos agru-
pados. Si la variable estd agrupada en intervalos el concepto no cambia. En
este caso, se asignan las frecuencias a las marcas de clase y se procede de la
misma manera que en el caso de no agrupados.

¢) El estudio de la dispersion estd relacionada con el calculo de la desviacion
tipica en el caso del trabajo de variables por separado, pero en este caso, para

compararlas, se utiliza el coeficiente de variacion de Pearson.

d) Una posibilidad es obtener el grafico de cajas y bigotes.

Ayudas Tipo 2

En este apartado se presentaran las ayudas para emplear en caso de ser necesario
a la hora de realizar los ejercicios y problemas, y tras consultar la ayuda de tipo 1.

Ejercicio 1

Aunque se conozca la clasificacion de las variables, y se tenga suficiente informa-
cion para clasificar los distintos apartados, se pueden afiadir ejemplos de cada caso
para compararlos con los que se piden:

— Variables cualitativas nominales: el sexo o el color.

— Variables cualitativas ordinales: estar bien, regular o enfermo y también
estar lleno, medio lleno o vacio.

— Variables cuantitativas discretas: nimero de trabajadores en una empresa o
numero de edificios en una calle.

— Variables cuantitativas continuas: la altura de las personas, las calificacio-
nes numeéricas de un examen o la medida en centimetros de la fabricacion de
tablas.
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Ejercicio 2

Ya conoces qué tipo de graficos se debe utilizar en cada caso. Ahora tienes que
seguir los siguientes pasos para hacer los graficos:

— Crear la tabla de frecuencias correspondiente, que en este caso, como es
una variable cuantitativa discreta, no serd necesario crear intervalos y luego

crear los graficos correspondientes con sus frecuencias.

Primeramente, crearemos la tabla de frecuencias para poder crear los gréaficos co-

rrespondientes:
xi ni Ni il Fi
0 15 15 0,15 0,15
1 21 36 0,21 0,36
2 21 57 0,21 0,57
3 27 84 0,27 0,84
4 16 100 0,16 1,00
Total 100 1

a) Respecto a las representaciones graficas, ya que se refiere a datos discretos,
debemos utilizar un grafico que puede ser el de sectores o de barras. Se re-
presenta en el eje de abscisas las clases, que en este caso es el nimero de
hijos, y en el eje de ordenadas la frecuencia correspondiente, que puede ser
tanto la absoluta como la relativa (acumulada o no).

b) Para construir el poligono de frecuencias con las frecuencias acumuladas se
utilizardn también los datos de la tabla de frecuencias y podran ser tanto la
N como la F.

Ejercicio 3

El siguiente paso, con los datos agrupados en intervalos, sera crear la tabla de fre-
cuencias agrupada como queda a continuacion:

[L_,L) ni Ni fi Fi
[3,25-3,75) 3 3 0,075 0,075
[3,75-4,25) 8 11 0,2 0,275
[4,25-4,75) 14 25 0,35 0,625
[4,75-5,25) 6 31 0,15 0,775
[5,25-5,75) 4 35 0,1 0,875
[5,75-6,25) 5 40 0,125 1
N =40
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En cada apartado debemos:

a) Crear un histograma de forma general.
b) Se creard un histograma con cuatro clases, sin realizar la separacion general
de los datos agrupados que, como ya se conoce, es la raiz de los datos.

Ejercicio 4

El formato de la tabla sera:

Total

Y una forma de saber si los datos se mantienen a lo largo del tiempo o varian seria
el crear un grafico de barras, por ser una variable numérica discreta.

Ejercicio 5

a) La variable de estudio es la cantidad de euros que se gastan las familias para
comprar la segunda vivienda en euros. Esta informacion nos ayudara en la
solucion de los proximos apartados.

b) El formato de la tabla sera:

Euros Marca Familias (n,) f N. F.
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c) Se puede utilizar la frecuencia relativa acumulada y restar a 1 el valor del F,
anterior.

d) Se pide el percentil 65.

En distribuciones agrupadas es necesario determinar el intervalo [L,_, L,) en el
que se encuentra el cuantil. Este intervalo se determina siguiendo exactamente los
mismos procedimientos mencionados en el apartado anterior; se realiza el mismo
que en el caso de datos no agrupados. La diferencia radica en que se obtendrd un
intervalo en lugar de un valor.

Una vez se tiene el intervalo [L, , L), el cuartil se calcula:

a

=N,

Cuartil = L, +100—ai donde,
n.

12

L., Limite inferior de la clase del percentil

N., Es la frecuencia absoluta acumulada de la clase «anterior» a la clase del
percentil

n.  Es la frecuencia de la clase del percentil

a,  Esla amplitud de la clase del percentil

Ejercicio 6

Todos los apartados siguientes al de la creacion de la tabla dependen de esta, que
ayuda a calcular cada uno de los estadisticos.

a) Nos preguntan: la media, la moda y la mediana.

b) El rango, como ya debes saber es la diferencia entre maximo y minimo valor
de la variable, y el rango intercuartilico es la diferencia entre el cuartil pri-
mero y tercero.

¢) Nos preguntan el percentil 80, ya que nos habla de los valores mas altos y a
partir de este, se calcula el porcentaje.

d) Se debe aplicar el teorema de Thebyshev a partir de la desviacion tipica.

e) Aplicacion de las propiedades de la media, la moda y la mediana, donde
todos los factores que suman, restan, multiplican o dividen a la variable les
afectan. En este caso: se multiplicaria por 0.05, por el 5 % y se sumaria a los
tres estadisticos 50 euros.

/) Lo que se pide es comparar la variabilidad o la dispersion de dos muestras
diferentes. En estos casos, 1o mas correcto es calcular el coeficiente de va-
riacion de Pearson, CV. Por este motivo, es necesario calcular tanto la media
como la desviacion tipica de las variables.
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Ejercicio 7

Para el apartado b), es necesario conocer la forma de los coeficientes de asimetria
y curtosis.

De esta manera se obtiene el coeficiente de asimetria de Fisher.

i=1

8 =

“u| 3

Hay que notar que como la desviacion tipica es positiva, el signo del coeficiente de
Fisher sera el mismo que el de m. Y por lo tanto:

si g =0 la distribucion es simétrica
si g >0 la distribucion es asimétrica positiva
si g, <0 la distribucion es asimétrica negativa

Asipues, cuando g <0, se dice que la distribucion presenta asimetria a la izquierda
(o negativa) y entonces, de las dos ramas de la curva que separa la ordenada que
pasa por la media aritmética, la de la izquierda es mas larga que la de la derecha.
Lo opuesto ocurre si g, > 0.

Del mismo modo que en el caso del estudio de la asimetria, hay un coeficiente que
permite clasificar los datos segin la curtosis. En este caso, el coeficiente no es tan
intuitivo, por lo que unicamente se dard la definicion y su interpretacion. Como en
el caso de la otra medida de forma, este indicador tampoco tiene dimension.

i (x, - X)* n,
i=1

&= . 1 7=3
E(xi—X)zni
i=1

n

La idea del apuntamiento de una distribucion de datos sale de la comparacion de
la frecuencia de los valores centrales de una distribucion con la frecuencia de los
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valores centrales en un modelo tedrico normal que tenga la misma media y la mis-
ma desviacion tipica que la distribucion que se estd estudiando.

k

E (x,-X)'n,
i=1
Como en un modelo normal se cumple que ———2——— =3 entonces, una dis-
tribucion seré: §
mesocurtica (normal) sig, =0
leptocurtica si g,>0
platictrtica si g,<0

Ejercicio 8

Como ayuda final, se puede comentar el tipo de grafico que se ha de presentar. Es
la curva de Lorenz. La forma de este grafico es la siguiente:

Curva de Lorenz

100

BEE833388

10

Se deben representar los valores de ¢, frente a los valores de p..

La linea central es la linea de equidad de los datos, que nos marcara el nivel de
concentracion.
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Ejercicio 9

a) La obtencion de las densidades sera el cociente, en cada caso, de la frecuen-
cia absoluta del intervalo entre su amplitud.

b) Un diagrama de cajas y bigote (conocido también como Box and whisker
plot en inglés), es una representacion grafica de los datos que permite deter-
minar con mucha facilidad y de una manera visual la tendencia central, la
variabilidad, la asimetria y la existencia de valores andémalos de un conjunto
de observaciones. De alguna manera, se puede decir que es uno de los grafi-
cos que mas y mejor resumen los conjuntos de datos.

El diagrama de cajas emplea el resumen de los 5 nlimeros: la menor observacion,
la mayor observacion, el primer cuartil, la mediana y el tercer cuartil. Estos 5 nt-
meros permiten construir la version mas simple del Box plot, el cual estd formado
por:

Una caja (box) central que representa las observaciones comprendidas entre el
primer y el tercer cuartil. Los dos extremos de la caja son los cuartiles, y una linea
interior y vertical que parte la caja en dos partes, corresponde a la mediana. Es
obvio, pues, que la caja comprende el 50 % de las observaciones.

Bigotes (whiskers): El grafico se completa en esta version del Box plot, con dos li-
neas a ambos lados de la caja que unen el primer cuartil con la menor observacion,
y el tercer cuartil con la observacion mayor.

80
I

60
I

40

20
I
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Soluciones

Ejercicio 1

Clasifica las siguientes variables, justificando el por qué de la eleccion:

a) Color de los coches.

b) Marcas de ordenadores.

c¢) Longitud de carreteras en metros.

d) Nivel de estudios.

¢) Numero de hijos de una familia.

/) Numero de alumnos de estadistica en una carrera.

g) Metros de altitud de las montafias.

h) Profesiones de las personas.

i) Sueldo mensual de los trabajadores de las empresas del sector ceramico.

Solucion

a) Es una variable cualitativa nominal: color A, color B, color C, etc.

b) Es una variable cualitativa nominal: marca X, marca Y, marca Z, etc.

¢) Es una variable cuantitativa continua: 1.93, 1.935, 1.76, 1.67, etc.

d) Es una variable cualitativa ordinal: sin estudios, elementales, etc.

e) Es una variable cuantitativa discreta: 0, 1, 2, 3, etc.

/) Esuna variable cuantitativa discreta: 0, 1, 12, 3033, 5004, etc.

g) Es una variable cuantitativa continua: 36.1, 36.51, 36.512, 36.78, 37.1,
39.12, etc.

h) Es una variable cualitativa nominal: médico, profesor, payaso, etc.

i) Es una variable cuantitativa continua: 1200.50, 1165.43, 1500.23, etc.

Ejercicio 2

Actualmente, se esta estudiando en las distintas comunidades autonomas el nime-
ro de hijos por familia para estudiar la natalidad. Uno de los trabajadores que esté
haciendo las encuestas, recoge los datos de su barrio donde hay 100 familias. Ha
obtenido los siguientes datos:

1 3 3 0 4 3 1 4 0 0
2 1 0 3 1 2 1 4 1 2
3 3 4 2 0 4 3 0 2 3
1 3 4 2 2 4 4 4 2 1
4 2 1 1 0 1 1 2 3 0
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a) Construye el grafico que consideres mas adecuado con las frecuencias acu-
muladas.
b) Construye el poligono de frecuencias con las frecuencias acumuladas.

Solucion

El primer paso sera saber qué tipo de variable es, ya que este elemento afectard a
la eleccion tanto del tipo de tabla de frecuencias como del tipo de grafico.

Queda claro que es una variable numérica. Por lo tanto, puede ser continua o
discreta. En este caso, ya que los datos hacen referencia a nimero de hijos sera
cuantitativa discreta.

Con estas informaciones, se puede pasar a resolver el problema.

Primeramente, crearemos la tabla de frecuencias para poder crear los gréaficos co-

rrespondientes:

0 15 15 0,15 0,15

1 21 36 0,21 0,36

2 21 57 0,21 0,57

3 27 84 0,27 0,84

4 16 100 0,16 1,00
Total 100 1

a) Respecto a las representaciones graficas, como se refiere a datos discretos,
debemos utilizar un grafico que puede ser el de sectores o de barras. En
ningln caso utilizaremos el histograma, ya que se usara para los datos con-
tinuos.

Se representa en el eje de abscisas las clases que, en este caso, es el nimero
de hijos, y en el eje de ordenadas la frecuencia correspondiente, que puede
ser tanto la absoluta como la relativa (acumulada o no).
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El resultado de representar la frecuencia absoluta en un diagrama de barras es el
siguiente:

Numero de hijos por familia

0 T T T T
0 1 2 3 4

b) Para construir el poligono de frecuencias con las frecuencias acumuladas, se
utilizaran también los datos de la tabla de frecuencias y podran ser tanto la
N como la F.

w
o

N
(&

N
o

-
o

Frecuencia absoluta

o

Como se puede ver a continuacion, lo que se utiliza como resolucion es la
frecuencia absoluta acumulada en el eje de ordenadas.

Nuamero de hijos por familia

120

100

60

Ejercicio 3

Los sueldos, en miles de euros mensuales, de 40 empresarios del sector de la cons-
truccion del afio 2007 son:

3,9 4,7 3,7 5,6 43 4.9 5,0 6,1 5,1 4.5
5,3 3,9 43 5,0 6,0 4,7 5,1 4,2 4.4 5,8
3,3 43 4,1 5,8 4.4 4.8 6,1 43 5,3 4.5
4,0 5,4 3,9 4,7 3,3 4.5 4,7 42 4.5 4.8
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Se quiere estudiar si realmente son bastante altos y cual es su distribucion. Para

conseguirlo:

a) Representa

graficamente la informacion recogida.

b) Crea la misma representacion en 4 clases para poder diferenciar de forma
mas clara los tipos de sueldos.

Solucion

El primer paso seré saber qué tipo de variable es, ya que este elemento afectara a
la eleccion tanto del tipo de tabla de frecuencias como del tipo de grafico. Queda
claro que es una variable numérica continua.

El siguiente paso es agrupar los datos en intervalos y crear la tabla de frecuencias

agrupada:

L_,L) ni Ni fi Fi
[3,25-3,75) 3 3 0,075 0,075
[3,75-4,25) 8 11 0,2 0,275
[4,25-4,75) 14 25 0,35 0,625
[4,75-5,25) 6 31 0,15 0,775
[5,25-5,75) 4 35 0,1 0,875
[5,75-6,25) 5 40 0,125 1

N =40

a) Un posible resultado, sera el siguiente histograma:

12

10

frecuencia absoluta
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b) Como se pidn cuatro clases, el histograma pasard a ser el siguiente:

Histograma de sueldos

15 20

frecuencia absoluta
|

10

Ejercicio 4

La recopilacion de 20 datos correspondientes al nimero de llamadas de teléfono
registradas en una empresa durante los dias de preparacion de material para una
feria de muestras durante el periodo de 9 a 12 horas.

15,5,10,5,5,6,5,6,5,6,7,10, 10, 12, 11, 11, 12, 15, 12, 15
Se quiere estudiar si realmente hay variacion a lo largo de los dias de las llamadas

que se reciben. Por este motivo se pide confeccionar una tabla de frecuencias que
recoja esta informacion.

Solucion
Hay que recordar, sin embargo, que los diferentes valores que puede tomar la va-

riable estadistica se denotan mediante x,. En este caso, ordenandolos de menor a
mayor, x, =5,x,=6,x,=7,x, =10, x; =11, x; =12, x, =15.
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Se llama frecuencia absoluta del valor x, al nimero de veces que aparece repetida
la observacion en la recopilacion de datos. Se representa por #,. La frecuencia ab-
soluta del valor x, es 2 (n, =2), pues el dato 6 se repite dos veces en el conjunto
de los datos de la muestra.

Se llama frecuencia relativa del valor x; al cociente entre su frecuencia absolu-
ta x, y el nimero total de datos n. Se representa por f; y evidentemente, es la
proporcion en que se encuentra el valor x, dentro del conjunto de datos en tanto

por uno; f; = % Enel ejemplo f, = M. 22—0 =0,1. Por tanto, el 10 % de los datos
n

son seises.

Es importante remarcar que para calcular frecuencias acumuladas, a las que lla-
maremos F, como frecuencia relativa acumulada y N. como frecuencia absoluta
acumulada, es necesario que las variables a estudiar sean ordenables, es decir,
debe ser posible establecer una relacion de orden entre los valores de las variables.
En otros casos, no tiene ninglin sentido realizar dichos célculos.

Estas definiciones permiten resumir los datos. Sin embargo, la manera mas ade-
cuada para sintetizar los datos es mediante lo que se denomina tabla de frecuen-
cias. En ella aparecen distribuidas los datos segun las frecuencias. Al mismo tiem-
po refleja todos los conceptos mencionados con anterioridad.

Con todos estos datos, el resultado de la tabla sera el siguiente:

X, n, N, f E
5 5 5 0,25 0,25
6 3 8 0,15 0,4
7 1 9 0,05 0,45
10 3 12 0,15 0,6
11 2 14 0,1 0,7
12 3 17 0,15 0,85
15 3 20 0,15 1
Total 20 1

Si ademas, representamos la frecuencia absoluta, podemos ver que realmente no
aumenta el nimero de llamadas, se mantiene bastante estable.
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Numero de llamadas por dia

Frecuencia absoluta
w

Numero de llamadas

Ejercicio 5

Una empresa estd haciendo el estudio del dinero que se gasta la gente para com-
prar una segunda casa como complemento de la primera vivienda. Se anotan los
datos de los euros y el nimero de familias que han comprado este tipo de vivienda.

A continuacidn se pueden ver los datos:

Euros Familias

0-50000 2145
50000-75000 1520
75000-100000 840
100000-115000 955
115000-135000 1110
135000-140000 2342
140000-150000 610
150000-200000 328
>200000 150

Se pide:

a) (De qué tipo de variable es el objeto de estudio?

b) Mostrar en forma de tabla de frecuencias el conjunto de los datos recogidos.

¢) (Qué porcentaje de familias se gasta mas de 150.000 euros?

d) E1 65 % de familias que menos se gasta, qué cantidad de dinero como maxi-

mo desembolsa?
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Solucion

a) La variable de estudio es la cantidad de euros que se gastan las familias para
comprar la segunda vivienda en euros.

b) Para completar la tabla de frecuencias debemos conocer:

— El tipo de variable que se trabaja. En este caso es una variable cuantitati-
va continua.

— Saber crear la tabla de datos continuos. En este caso, los intervalos ya los
tenemos, solo tenemos que afadir la marca de clase.

— Completar la tabla con las diversas frecuencias n, f, N y F.

La tabla que se nos pide sera:

Euros Marca Familias (n,) f N, F,
0-50000 25000 2145 0,2145 2145 0,2145
50000-75000 62500 1520 0,152 3665 0,3665
75000-100000 87500 840 0,084 4505 0,4505
100000-115000 107500 955 0,0955 5460 0,546
115000-135000 125000 1110 0,111 6570 0,657
135000-140000 137500 2342 0,2342 8912 0,8912
140000-150000 145000 610 0,061 9522 0,9522
150000-200000 175000 328 0,0328 9850 0,985

>200000 200000 150 0,015 10000 1

¢) Con la ayuda de la tabla, y con los datos de los intervalos, podemos ver cua-
les son los casos superiores a 150.000. En este caso, por ejemplo, podemos
utilizar la frecuencia relativa acumulada:

1 —0.9522 = 0.0488, que sera un 4.88 %.
d) Se pide el percentil 65:

Los percentiles dividen la distribucién en 100 partes (99 divisiones). P1,...,
P99, correspondientes a 1 %,..., 99 %. En este caso, el valor correspondiente
al percentil 30 tiene un 30 % de los datos inferiores o iguales a €l.

En distribuciones agrupadas es necesario determinar el intervalo [L._, L)) en el
que se encuentra el cuantil. Este intervalo se determina siguiendo exactamente los
mismos procedimientos mencionados en el apartado anterior; se realiza el mismo
que en el caso de datos no agrupados. La diferencia radica en que se obtendra un
intervalo en lugar de un valor.
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Una vez se tiene el intervalo [L, , L)), el cuantil se calcula:

a
Tan T NVig
Cuantil= L, | + 100—al_ donde,

n.

1

L., Limite inferior

N., Es la frecuencia absoluta acumulada de la clase «anterior» a la clase del
cuartil

n.  Esla frecuencia de la clase del cuartil

1

a.  Eslaamplitud de la clase del cuartil

1

En este caso, el valor del percentil 65 sera de 133.738 euros.

Ejercicio 6

En el siguiente histograma se representa la distribucion del dinero que durante el
ultimo mes se han gastado los trabajadores de una empresa en dietas:

0,2
0,18
0,16
0,14
0,12

0,1
0,08
0,06 1
0,04 1
0,02 -

0 -

Frecuencias relativas

60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Variable X (marcas de clase)

a) Determina, sabiendo que hay 200 trabajadores.

b) La tabla de frecuencias que muestra los datos que tenemos.

¢) La cantidad media que se han gastado, la més frecuente y la cantidad que
tenian como maximo el 50 % de los trabajadores que menos cobraban.

d) Calcula e interpreta el rango de la distribucion, asi como el rango intercuar-
tilico.

e) Calcula el minimo del 20 % de los empleados con mayor cantidad de dietas.
(Qué porcentaje del total de la empresa corresponde a este grupo?

/) El intervalo centrado en la cantidad media en que se encuentra el 75 % de
los datos. (Es, pues, el sueldo medio muy representativo del conjunto de las
dietas?
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g) En el mes siguiente, la empresa decidié aumentar las dietas de todos los
trabajadores un 5 %. Ademas, les dio una prima de 50 euros en concepto de
productividad. Calcula el salario medio, el salario mas frecuente y el salario
que tenian como maximo el 50 % de los trabajadores que menos cobran.

h) De las dietas de otra empresa, que pertenece al mismo sector, se sabe que la
media aritmética de sus trabajadores es de 120 euros, con una varianza de
2.5 euros. ;[ Qué empresa tiene una dieta media mas representativa? Razona
la respuesta.

Solucion

a) Tabla de frecuencias de datos agrupados a partir de un grafico:

L, L) ni Ni fi Fi
[70-90) 16 16 0,08 0,08
[90-110) 12 28 0,06 0,14
[110-130) 8 36 0,04 0,18
[130-150) 14 50 0,07 0,25
[150-170) 20 70 0,10 0,35
[170-190) 24 94 0,12 0,47
[190-210) 32 126 0,16 0,63
[210-230) 34 160 0,17 0,80
[230-250) 40 200 0,20 1
N =200 1

b) X =182/ Mo =240 / Me = 193.750. Todos los estadisticos en euros.

¢) Rango =250 — 70 = 180. Para calcular el rango intercuartilico, hay que cal-
cular primero el primer y tercer cuartil: C3 =224,11 C1 =150 Ri=74,11

d) El sueldo minimo es el P, = 230. La proporcion = 26,373 %.

e) El intervalo se encuentra aplicando el teorema de Thebyshev: [131.681,
232.319]; pues la desviacion tipica es de 50.319 euros.

1) X =241/ Mo =302 / Me = 253.43. Todos los estadisticos en euros.

g) Hay que calcular el coeficiente de variacion de ambas observaciones. En la
S 50,319 _0.276

primera empresa, el coeficiente de variacion es: CV =
182

. 2;)5 =0,013.

>

y en la segundo caso: CV =

Por tanto, la media aritmética de los sueldos de la segunda empresa es mas repre-
sentativo que la de la primera.
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Ejercicio 7

Se quiere lanzar al mercado un nuevo producto ceramico y la empresa que lo crea
estudia el tiempo de publicidad, en segundos, que otras empresas han utilizado
para promocionar un producto similar. A continuacion se puede ver para cada em-
presa la duracion y los anuncios realizados:

Empresa 1

Duracion

Numero de anuncios

0-20
20-25
25-30
30-40

40-60

Empresa 2

Duracion

3

17

13

Numero de anuncios

0-20
20-25
25-30
30-40

40-60

Empresa 3

Duracion

1

5

13

Numero de anuncios

0-20
20-25
25-30
30-40

40-60
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Empresa 4

Duracion Numero de anuncios
0-20 3
20-25 17
25-30 13
30-40 9
40-60 8

Para realizar el estudio, calcular:
a) La duracion media de cada empresa.
b) (Tienen todas las distribuciones la misma forma? Comenta el resultado.
Solucion
a) La media aritmética para cada caso sera:
Empresa 1: 29.70 segundos.
Empresa 2: 29.04 segundos.
Empresa 3: 27.70 segundos.
Empresa 4: 32.70 segundos.

b) Representamos en forma de diagrama de barras o histograma de barras para
ver la forma de la distribucion:

Empresal

0-20 20-25 25-30 30-40 40-60
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Empresa2

0-20 20-25 25-30 30-40 40-60

Empresa 3

0-20 20-25 25-30 30-40 40-60

Empresa4

0-20 20-25 25-30 30-40 40-60

Ademas, podemos calcular los valores de los coeficientes de asimetria y curtosis
en cada caso, para ver claramente que:

— La empresa 1 es asimétrica a derechas.
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— La empresa 2 es leptocurtica.
— La empresa 3 es platicurtica.
— La empresa 4 es asimétrica a izquierdas.

Asimetria (g1) 0,0506 1,4646 0,0000 -0,1231
Curtosis (g2) -0,1875 2,4434 -1,2000 27111

Ejercicio 8

Dos compaiias de venta de coches tienen maneras diferentes de pagar a sus traba-
jadores. La compaiiia A lo hace mediante un sueldo fijo mensual y la compaiiia B
mediante un porcentaje sobre las ventas efectuadas. La distribucion de los salarios
por categorias es la siguiente:

COMPANIA A COMPANIA B
Sueldo Numero Sueldo Numero
(centenares de euro) | de trabajadores (centenares de euro) | de trabajadores
26 10 4 10
39 10 5 10
52 40 6 40
247 20 7 20
260 10 26 10
273 10 27 10

a) Basandose unicamente en las observaciones, ;jen qué compaiiia el sueldo
medio fluctiia menos o tiene los repartos mas equitativos? Justifica el resul-
tado mediante el analisis estadistico del reparto.

b) (En cual de las dos compaiiias el sueldo es mas homogéneo o concentrado?
Se debe obtener el resultado también de forma grafica.

Solucion
a) El sueldo medio de la compania A es de 130 y el coeficiente de variacion es de
83.2. El sueldo medio de la compaiiia B es de 10 y el coeficiente de variacion
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es de 6.88. Es decir, en la compaiiia A el sueldo medio es el menos represen-
tativo de los datos.

b) Las dos distribuciones de datos tienen el mismo indice de Gini: 0.361538. Por
tanto, en las dos hay igual concentracion.

A continuacion se puede ver la representacion de la curva de Lorenz para los dos casos:

Curva de Lorenz

100 |
90

80 74
70

|
50 £
40
30

20 I
10

qi

0 20 40 60 80 100
pi

B Compaiiia A ——EQUIDAD — —Compaiiia B

Como se puede observar en el grafico, las dos curvas de Lorenz se cruzan, por lo
que, pese a tener distribuciones diferentes la concentracion es la misma.

Ejercicio 9

La distribucion de edades del Censo Electoral de Residentes a 1 de enero de 1999 para
las comunidades autonomas de Aragon y Canarias, en tantos por ciento, es la siguiente:

Edades Aragon Canarias
16-18 3,55 4,35
18-30 21,56 29,99
30-50 31,63 35,21
50-70 28,14 21,97
70-90 15,12 8,48
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a) Representa sobre los mismos ejes de coordenadas los datos de la distribu-
cion de la edad para las dos comunidades autonomas (emplea distinto trazo
o distintos colores). ;Qué conclusiones obtienes a la vista del grafico?

b) Calcula la edad media para las dos comunidades. Compdralas. ;Qué indican
estos resultados?

¢) (En qué comunidad las observaciones son mas dispersas?

d) Si los datos de edades fueron: Aragén: 10, 10, 10, 10, 20, 30, 40, 30, 40, 50,
60, 40, 40, 40, 60, 70, 80, 70, 80, 90 , 70, 50, 40, 90. Canarias: 20, 30, 40,
40, 140, 50, 40, 30, 40, 30, 50, 60, 40, 30, 30, 40, 30, 40, 30, 40, 30, 50, 60,
70. Obten un grafico que muestre la dispersion de los datos.

Solucion

a) Se representan los dos conjuntos de datos teniendo en cuenta que los interva-
los no tienen la misma amplitud y, por tanto, hay que calcular las densidades.
Podemos ver la diferencia representandolos, tal y como aparecen los datos y
la densidad, que sera lo correcto:

Porcentaje

40
35
30
25
20
15
10

@Aragén
mCanarias|

16-18 18-30 30-50 50-70 70-90

Densidades

@ Aragon
m Canarias

16—-18 18-30 30-50 50-70 70—90

2,5
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Claramente tenemos diferencias utilizando la densidad y aumenta la propor-

cion en la comunidad de Aragdn respecto a la de Canarias de gente de mayor
edad.

b) La edad media de Aragdn es de 47.41 afios y la de Canarias de 41.98. Por los
resultados, se podria decir que si las medias fueran representativas de los da-
tos, la poblacion de Aragon esta un poco mas envejecida que la de Canarias.

c¢) Para saberlo, hay que calcular los coeficientes de variacion en ambos con-
juntos de observaciones: CV Aragon = 40,75 %, CV Canarias = 42,56 %.

En consecuencia, en las islas Canarias las observaciones son mas dispersas.
No obstante, como los coeficientes de variacion de ambas comunidades son
muy altos, las medias aritméticas no serian muy representativas del conjunto
de datos en ningun caso.

¢) Lo que deberemos obtener es el grafico de cajas y bigotes para las dos varia-
bles, siendo 1 = Aragén y 2 = Canarias:
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La dispersion es major en Aragon que en Canarias.
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UNIDAD 2

Estadistica descriptiva
bivariante
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Introducidn teodrica

Normalmente, en cualquier investigacion no se estudia una unica variable de los
individuos que forman la muestra (referencias bibliograficas 1, 5, 9, 12 y 16), sino
que en muchas ocasiones son mas. Asi, si se desea estudiar el rendimiento de los
trabajadores de una empresa, de cada trabajador puede ser util conocer la edad, el
sueldo, el nivel de estudios, las horas que trabaja, el nimero de personas que tiene
a su cargo, etc. Es decir, para cada individuo de la muestra se obtiene un vector
o registro en el que cada componente es el valor de una de las variables sujetas a
estudio; en el ejemplo que se esta considerando un vector asociado a un individuo
seria:

(35 anos, 24.500 €, diplomado, 47 horas semanales, 2 personas a su cargo...).

Este hecho origina que el investigador se plantee, ademas del estudio individuali-
zado de cada una de las variables, el estudio conjunto de todas o de algunas ellas.
De esta manera es posible conocer si existe algtn tipo de relacion funcional o es-
tadistica entre las variables. Asi, las observaciones pueden manifestar que aquellas
personas con mas titulacion tienen mas personas a su cargo, o que a medida que
va aumentando la edad de los trabajadores también lo hace el sueldo. Ademas, si
esta relacion existe puede que se pueda encontrar una «férmula matematica» que
relacione formalmente las variables.

Por otra parte, la nomenclatura cambia si se estudian conjuntamente diferentes va-
riables. Asi, si se realiza el estudio de dos variables se dice que se trabaja con varia-
bles bidimensionales, si son tres, variables tridimensionales, y si son mas de tres,
variables pluridimensionales.

Distribuciones estadisticas bidimensionales:

tablas y graficos

Cuando se desean estudiar dos caracteristicas observables sobre una misma mues-
tra o poblacion, cada una de las variables que constituye la variable bidimensional
(X, Y) se denomina componente o variable marginal de la misma, y puede ser

tanto un atributo como una variable cuantitativa. En cualquier caso, al realizarse
el trabajo de recogida de datos se obtiene un conjunto de pares ordenados del tipo:

{(Xp y1)5 (Xln yl)""’ (Xza yl)’ (Xza y1)>---> (X,-’ yj):"': (Xp yj)a"'a (Xha yk)""’ (Xh’ yk)}

Por ejemplo, si se considerara X la variable dias de estudio para un examen de Es-
tadistica y Y la nota obtenida para un conjunto de estudiantes, los datos recogidos
serian del tipo:

{(5,3)5(6,5); (5,3) 5 (6,5); (5.7)}

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran [ M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapienﬂa1OO

indice



En los datos, cada observacion se repite un nimero de veces determinado. Asi, una
nrimera manera de representar el conjunto de datos es mediante la terna siguiente:
{(x,., yi), n,-,j} en la que:

x. representan los valores de la variable X

y, representan los valores de la variable Y

n,es el nimero de veces que se repite cada dato (xi, y j), es decir, su frecuencia
absoluta

Siguiendo con el ejemplo tenemos:

X, =5 y,=3 n, =
X, =5 y,=7 n,=1
X,=6 y,=3 n,=2 Laresotden, =0

Por otra parte, es evidente que tener trescientos pares ordenados de observaciones
aclara bien poco la informacion. No es posible observar casi nada. En consecuen-
cia, es necesario representar los datos de manera que sean mas comprensibles y fa-
cilitan el estudio. La manera de hacerlo es mediante tablas (tabla 1).

Tabla 1

X Y nij

x1 yl nll
xi yj nij

.xh | yk | nhk

Para construir esta tabla ordenamos una de las variables, por ejemplo X, y vamos
asociandole el valor correspondiente de la variable Y, asi como su frecuencia ab-
soluta conjunta. Si los datos fueran agrupados en intervalos, entonces la represen-
tacion mediante esta tabla se realiza de forma similar. En ocasiones se utilizara la
marca de la clase como representacion del intervalo.

Esta tabla presenta y ordena los datos, sin embargo, en algunas ocasiones no es la
tabla mas adecuada y hay que construir la tabla de doble entrada o de contingencia.

Ejemplo 1
Valor del
BT 71 7| 7{69695537 37|59 3838388989 9699 96[ 99 10| 10]59| 3,8 9,6{9,6[893.755|38| 8999
Coste de la
vivienda 7| 67| 67] 63| 63| 60| 54| 54| 58] 36| 36| 36| 76| 76| 87| 89| 87| 89| 92| 92| 58| 36| 87| 87| 76| 54| 60| 36| 76| 89
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En 1999, los residentes de un pequefio pueblo estaban preocupados por el incre-
mento del coste de la vivienda en la zona. El alcalde consideraba que los precios
de la vivienda fluctuaban con los precios de los solares. Los costes de los terrenos
y los de las viviendas (en miles de euros) sobre los que se construyeron las casas
son los siguientes:

X Y y
3,7 54 3
3,8 36 4
5,5 60 2
5,9 58 2
6,9 63 2
7 67 2
7 67,15 1
8,9 76 4
9,6 87 4
9,9 89 3
10 92 2

Como se puede apreciar, los datos recogidos en la tabla anterior aportan poca in-
formacion Se construyd, ya que no hay muchos pares diferentes, la tabla con las
tres columnas. Se supondra:

X = Valor del terreno
Y = Valor de la vivienda

Tabla de doble entrada o de contingencia

La tabla anterior, tal y como se ha comentado antes, algunas veces es incomoda
y es preferible utilizar la tabla de doble entrada; la que permite extraer mucha mas
informacion de la distribucion de datos. La tabla 2 presenta la forma de rectdngulo,
tal y como se puede observar a continuacion:
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Tabla 2

En la primera fila se sitlian las diferentes categorias o valores que toma una de las
componentes, y en la primera columna los valores o las categorias relativas a la
segunda (si es posible, ordenadas tanto la fila como la columna). De esta forma,
cualquier nimero que aparece en una celda interior de la tabla de doble entrada
es la frecuencia absoluta conjunta del dato bivariante, formado por los valores
correspondientes ubicados en las correspondientes fila y columna. En algunas oca-
siones también se suele representar en cada celda la frecuencia relativa conjunta,
ademas de la absoluta.

Por otra parte, los valores que aparecen en la Gltima columna y la tltima fila co-
rresponden a las frecuencias absolutas de los valores de las variables de la primera
columna y la primera fila respectivamente. Asi, ni. representa la frecuencia abso-
luta del valor de la variable X, x..

Si los datos fueran agrupados en intervalos, entonces la representacion mediante
esta tabla se realizaria de forma similar, utilizando la marca de la clase como re-
presentacion del intervalo.
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Ejemplo 2

Con los mismos datos que en el ejemplo | anterior, la tabla de doble entrada queda:

x 36 54 58 60 63 67 |67,15| 76 87 &9 92 ni.
3,7 3 3
3,8 4 4
5,5 2 2
5,9 2 2
6,9 2 2
7 2 1 3
8,9 4 4
9,6 4 4
9,9 3 3
10 2 2
n. j 4 3 2 2 2 2 1 4 4 3 2 29

Las celdas vacias representan unas frecuencias absolutas conjuntas iguales a cero.
Del mismo modo que ocurria con las distribuciones de datos unidimensionales, las
representaciones graficas facilitan la comprension de la distribucidon con tan solo
un vistazo.

Representaciones graficas: diagrama de dispersion o nube
de puntos

La representacion grafica de la distribucion de frecuencias de una variable bidi-
mensional (X, Y) varia sensiblemente segln la naturaleza de las variables. Si las
variables son discretas, la representacion comun de la distribucién conjunta es la
nube de puntos o diagrama de dispersion, el cual se construye situando sobre el eje
horizontal de un sistema cartesiano los diferentes valores de la variable X, sobre la
vertical los de la variable Y, y un punto en la posicion (x, y,) si es que esta obser-
vacion tiene una frecuencia absoluta conjunta de 1. Si tuviera mas de 1, hay dife-
rentes posibilidades para representarlo: dibujar puntos de diferente superficies (la
que representara la frecuencia), escribir la frecuencia junto al punto marcado, etc.
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Ejemplo 3

Con los datos del ejemplo 1 que se esta considerando relativo al valor del terreno
y el costo de la vivienda, la nube de puntos es:

Nube de puntos

96 ' ' ' =

E 76 _ o ]
= - ]
3 66¢ . ;
2 56f, ’ ]
O r ]
46 .
36 . - - E

3,7 5,7 7,7 9,7 11,7

Valor del terreno

Distribuciones estadisticas marginales y condicionadas

Es evidente que la tabla de doble entrada mencionada en el epigrafe anterior ofrece
mucha informacion. De hecho, es posible analizar cada variable componente de la
variable conjunta, asi como una variable condicionada a un valor concreto de la otra.

Distribuciones marginales

Si las variables X y Y son no agrupadas o cualitativas, la distribucién marginal
de X se obtiene de la tabla de doble entrada adjuntando a cada uno de los valores
Xp 5 Xy perene ,Xx, de la variable estadistica X, sus frecuencias absolutas, que vienen
dadas en el ultima columna de la tabla. Asimismo, se obtiene la distribucion mar-
ginal de Y. En este caso los valores de la variable y,,»,,....... , ¥, Y sus frecuencias
absolutas aparecen en la primera y la ultima fila respectivamente. Si las variables
fueran agrupadas en intervalos, se realiza el mismo procedimiento tomando la
marca de la clase como representante del intervalo, y por tanto, como valor de la va-
riable estadistica. Hay que decir que cada distribucion marginal puede ser tratada
estadisticamente como una variable unidimensional.
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Ejemplo 4

En el ejemplo 1 se estd considerando el valor del terreno y el coste de la vivienda:

Y n.j X ni.
36 4 3,7 3
54 3 38 4
58 2 5,5 2
60 2 5,9 2
63 2 6,9 2
67 2 7 3

67,15 1 8,9 4
76 4 9,6 4
87 4 9,9 3
89 3 10 2
92 2 29

29

Distribuciones condicionadas

De la tabla de doble entrada, también es posible obtener, ademas de las distribu-
ciones marginales, otras distribuciones. Si se asocia a los valores de Y las frecuen-
cias correspondientes a la fila en la que esta ubicado el valor x; de X, resulta la

distribucion condicionada de Y a x, (distribucion de la variable %, . ). Analo-

gamente, pero teniendo presente las columnas en lugar de las filas, se obtendria la
distribucién de X condicionada a y; de Y, (distribucion de la variable )% _y ).
j

Ejemplo 5

Si en el ejemplo 1 se desea conocer la distribucion del precio de la vivien-
da cuando el precio del solar es de 7000 euros, la distribucion condicionada es

Precio wvend%r ecio solar = 7000 Y € puede obtener la tabla de doble entrada:
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%(=7 0 j

67 2
67,15 1
3

Correlacion lineal

Cuando se estudian dos variables estadisticas conjuntamente, es importante saber
si hay algln tipo de relacion entre ellas. Asi, si se recogieran trescientos datos en
que la primera variable fuera la altura de una persona y la segunda, el resultado
de lanzar un dado, seguramente la intuicion diria que las dos variables no tienen
ningun tipo de relacion entre si. Si por el contrario, se consideraran las variables
horas extra que trabaja una persona y el sueldo que cobra mensualmente, la rela-
cién cambiaria hasta el punto de conocer el sueldo de un individuo si se supiera
las horas extras que hace. Se podria decir que las dos variables estan ligadas por
una relacion funcional. Sin embargo, si se consideran las variables horas de pre-
paracion de un examen y nota obtenida, la intuicion estableceria que si hay alguna
relacion entre ambas variables, siendo mucho mas fuerte en el primer caso, pero
mas débil que en el segundo.

Como es evidente, las relaciones funcionales gozan de una formula que demues-
tra el tipo de relacion. Por el contrario, para el resto de pares de variables no hay
ninguna formula absoluta, a pesar de los lazos que existen en algunos casos. Para
evidenciarlo surge el concepto de correlacion, y el coeficiente de correlacion 7, .

Asi, si dos variables tienen un relacion muy fuerte, el valor absoluto de la correla-
cién serd muy proximo a 1 y en caso contrario sera proximo al cero. Los casos 0y
1 equivalen a no tener ningtn tipo de relacion y a tener una relacion funcional. El
vector siguiente lo resume:

|rXY|:0 O<| rXY|<1 |rXY|:1

No existe relacion Existe relacion Relacion funcional

o n
v Ll

Cuando el tipo de relacion funcional que se estudia entre las variables es una fun-
cion lineal (una funcion del tipo y = ax + b), se habla de correlacion lineal. A lo
largo de la unidad, cuando se mencione el término correlacion se considerara la
correlacion lineal, si no se explicita otra cosa.

Una primera manera de observar la relacion existente entre las variables X y Y son
los graficos de dispersion. Asi, teniendo en cuenta lo expuesto al comienzo de este
punto sobre la correlacion:
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e) Correlacion lineal negativa perfecta  f) Correlacion no lineal entre X 1Y

Como se puede observar, en el ejemplo e) se detecta una relacion entre las varia-
bles X y Y. Sin embargo, es evidente que no se trata de una relacion lineal; pues
estos tipos de relaciones determinan una nube de puntos similares a una linea rec-
ta. (Ejemplos b, ¢, d y e). En el ejemplo a), no se distingue ningln tipo de vinculo
entre ambas variables; los puntos estan muy dispersos.
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Covarianza

El grafico es una primera aproximacion al estudio de la relacion que existe entre
las variables, pero unicamente aporta informacion de tipo intuitivo. El concepto
que es necesario definir para poder decidir si hay o no relacion lineal entre dos va-
riables es el de correlacion lineal. En primer lugar, debemos introducir el concepto
de covarianza.

La covarianza es un estadistico (o un pardmetro) por calcular, similar al de va-
rianza y permite conocer si dos variables estan relacionadas o no linealmente, se
representa por S,y se calcula segun la formula:

il jol n

La interpretacion de este estadistico es la siguiente:

+ SiS,, > 0==>dependencia lineal directa (positiva), es decir a grandes valo-
res de X corresponden grandes valores de Y (ejemplos b) y ¢).
« Si§,,>0==> incorrelacionadas, es decir no hay relacion lineal (ejemplos

a)y f).
+ Si§,, > 0==>dependencia lineal inversa o negativa, es decir a grandes va-
lores de X corresponden pequefios valores de Y (ejemplos d) y e).

Ejemplo 6

En el caso que se estd considerando el valor del terreno y el valor de la vivienda,
la covarianza es:

Sabiendo que Valor terreno =X= 7,1586, Valor vivienda: =Y = 68.0052 yn=29

se calcula:
h k 10 11
(x, - X)(y -Y) n (x; =7,1586)(y, - 68,0052) n,,
= > =421527 €
i=1 j=I =l j=1 9
Nube de puntos Asi pues, el valor de la covarianza es
5 ZZ ] ] coherente con la nube de puntos que ha
= I 3
= . ] obtenido: parece existir un relacion di-
> .o .
T s ] recta o positiva entre valor del terreno
Q o . . 4
o S ’ ] y coste de la vivienda. Ademads, ama-
S %t ] yor valor del terreno, mas coste de la
36 be = ..
3,7 5,7 7,7 9,7 11,7 vivienda.
Valor del terreno
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Propiedades de la covarianza

* Siatodos los valores de la variable X, se les suma una constante b y a todos
los valores de la variable Y una constante C, la covarianza no varia.

Es decir, S virrec =S,y

* Si todos los valores de una variable x se multiplican por una constante a y
todos los valores de la variable Y por una constante b, la covarianza queda
multiplicada por el producto de las constantes.

Es decir, S, xpy=a-bS

XY

* Anpartir de las anteriores: si se tienen dos variables X y Y con covarianza S, ,
y dos transformaciones lineales de las variables de la forma X’ =ax +¢,1Y’
= by + d, la nueva covarianza se relaciona con la anterior de la forma:

SaAXb.Y :abs

XY

Calculo de la covarianza

Existe otra forma de obtener la covarianza mediante un calculo mas sencillo:

SXY = ii—xy;.nij —X . ?

Se puede demostrar la equivalencia de ambas definiciones mediante procedimien-
tos algebraicos elementales.

Ejemplo 7

Se vera a continuacion un ejemplo de aplicacion de esta ultima propiedad. De la
siguiente tabla de doble entrada se determinard la covarianza:

X Y 1,6 1,7 1,8
60 2 1 0 3
70 2 4 2 8
80 1 1 4 6
90 0 2 1 3
5 8 7 20
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En primer lugar se calcularé la media aritmética de cada variable marginal:

X =745y Y =171

En segundo lugar, hay que calcular el primer sumando deS EE or

=1 j=1
ello, es necesario calcular primero los productos, sumarlos todos y luego dividir el
resultado por el nimero total de datos:

60*1,6*2 = 192 Por tanto tendremos:
60*1,7*1= 102
h k
70*%1,6*2= 224 szyn — 1554
70 % 1,7 % 4= 476 o
70* 1,8*2: 252 iixlyj nlj 2554
* * =
80* 1,6 *1 128 “4 20
80*1,7*1= 136 Wk
80 * 1,8 *4= 576 g = LY xy.y=
22T
90 *1,7*2= 306 =y
90 % 1,8%1 = 162 =254 _745.171=
20
TOTAL SUMA = 2554

=127,7-127,395 = 0,305

Correlacion lineal

La covarianza permite discernir si dos variables X y Y tienen una relacion positi-
va, negativa o cero, pero no aporta informacion del grado de dependencia de una
variable respecto a la otra (referencias bibliograficas 6, 10y 17). Ademas, la cova-
rianza depende de las unidades de medida empleadas para X y Y —si, por ejemplo,
X se mide en m’ y Y en mm’, cada desviacion de X aumenta S, 10° veces—. Para
hacer frente a estas dos dificultades se define el concepto ya introducido anterior-
mente de correlacion lineal 1, :

= Sx
s
X
Es evidente que, por definicion, el coeficiente de correlacion lineal informa de las

mismas cosas que lo hace la covarianza. Ademads, cumple una propiedad muy im-
portante, esta acotado por 1 y por —1. Asi pues r,, , Se caracteriza por:

siendo Sy S, las desviaciones tipicas de X y Y.

* Ser adimensional y siempre estar comprendido entre —1 y 1.

* Si hay relacion lineal fuerte positiva, r,, > 0 y esta cerca de 1.

* Si hay relacion lineal negativa fuerte, r,, < 0 y esta cerca de —1.
* Sino hay relacion lineal r, , serd 0.
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Ejemplo 8

En el ejemplo 1 que se estd considerando, para calcular la correlacion es necesario

primero conocer las varianzas y la covarianza. Aprovechando los calculos ante-

riores, se tiene: S, = 42,1527, §, =18,1656; §, =2,4242. En consecuencia, el
S 42,1527 = 0,9572. Por lo

Sy S, 18,1656-2,4242

tanto, la relacion lineal entre las dos variables es alta.

coeficiente de correlacion lineal r,=

Recta de regresion. Calidad del ajuste

Como se ha expuesto anteriormente, cuando se estudian dos caracteristicas simul-
taneamente sobre una muestra, se puede considerar que una de ellas influye sobre
la otra de alguna manera. El objetivo principal de la regresion es descubrir el modo
en que se relacionan. Un dibujo de la nube de puntos o diagrama de dispersion de
la distribucién puede indicar si es razonable pensar que puede haber una buena
correlacion lineal entre las dos variables.

nube de puntos
nube de puntos . pu

10F T o u} = 5 =
; oo ] > BE g 3
8 oo o B O
i: E O oo E % 20F 5 g 3
CE . o o s 15E = ]
g 4fo o o b S 0k E] 3

> PO u] > ge
2fa o B 0 o 04 sE o 3

oo o
0k L . . — 0E . R . X -
0 10 20 30 40 0 2 4 6 8 10
Variable X Variable X

En los diagramas anteriores se puede observar como en el de la derecha, una linea rec-
ta puede aproximarse a casi todos los puntos, mientras que en el otro, cualquier recta
deja muchos puntos alejados de ella. Asi, hacer un analisis de regresion lineal solo
estaria justificado en el ejemplo de la derecha.

Como se puede ver en ambos diagramas, ninguna recta es capaz de pasar por to-
dos los puntos. De todas las rectas posibles, la recta de regresion de Y sobre X es
aquella que minimiza «el error de aproximaciony», considerando X como variable
explicativa o independiente y Y como la explicada o dependiente. Pero ;como se
calcula la recta y se minimiza el error?
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nube de puntos

- ' 1]

Valor 2 B
estimado N 0O
¥ r

Valor , 3 E
N T — J ]

real E : E
- i ]

Xi
Fgl

Se considera la recta y = a + b X donde a y b donde a y b son pardmetros. De
este modo, la recta o funcion lineal es genérica (representa todas las funciones
lineales posibles, inicamente hay que dar valores a los pardmetros para obtener
las infinitas rectas). Lo que se va a realizar consiste en encontrar los valores de los
pardmetros a y b, de modo que la recta se ajuste lo mas posible a los puntos de la
figura anterior. El método que se emplea para buscar los valores de los pardmetros
ay b es el de los minimos cuadrados.

Usando técnicas de derivacion se deduce que, de todos los posibles valores de a y
de b, aquellos que minimizan la suma anterior son:

) S

— X — X
Sy y S

NOTA: No hay que olvidar que si se conocen los datos también se conocen los

— 2
o %,S,,S2] o
términos: {;’ >ToPx ]y por tanto @ y b seran niimeros reales en el momento
que se produzcan las sustituciones.

Asi, sustituyendo en Y = a + b X, la ecuacion de la recta de regresion de Y sobre
X es:

y también se puede escribir de la forma siguiente, recordando la ecuacion de la
recta punto-pendiente:

y—I_/=SL2Y-(x—})
SX
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Si se hubiera tomado Y como variable independiente o explicativa, y X como
dependiente o explicada, la recta de regresion que se necesita es la que minimiza
errores de la X. Se llama recta de regresion de X sobre Y y se calcula facilmente
permutando los puestos de x e y, obteniéndose:

S, _
x-x=—23+(y-)
Sy

Ejemplo 9

En el ejemplo que se estd considerando, se tiene que la variable independiente es
el valor del terreno y el valor de la vivienda es la variable dependiente.

Por los estudios realizados a lo largo de la unidad se sabe que la relacion es directa,
pues la covarianza es positiva. Como la correlacion obtenida ha sido un numero
cercano a 1, la relacion lineal entre las dos variables es importante. Por tanto, el
calculo de la recta de regresion tiene sentido. Para calcularla, se utilizara la Gltima

expresion:
y- Y = S—’;Y-(x ~-X). Asi, SLZY _ 42,1527 y la recta sera:
Sx S 5,8768
y—"7,1586 = 42,1527 (x—68,0052), y aislando la variable y, la recta y = 16,6583 +

7,17274x. 2876
Por lo tanto:

Coste de la vivienda = 16,6583 + 7,17274 - Valor del terreno

Calidad del ajuste. Coeficiente de determinacion

El coeficiente de determinacion lineal se puede definir como el porcentaje de va-
rianza de Y que se puede explicar por Xy, se le suele llamar Calidad o bondad del
ajuste porque valora la proximidad de la nube de puntos a la recta de regresion (o
dicho de otro modo, como esté de ajustada la nube de puntos a la recta de regresion).

En cuanto al calculo del coeficiente de determinacion, hay que definir previamente:

» Lavarianza de la variable Y que es explicada por la regresion lineal, llamada
S?,y que representa la variabilidad de la variable Y causada por las varia-
ciones de la variable X.

« La varianza residual, que se representa por S’, determina en qué medida
difieren los valores ajustados por la recta de los valores observados. Es decir,
se plantea medir la magnitud de los residuos.
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Asi:
h

k « = n.. k& « n..
=220V Ly SE= 33 0,-y)

i=l j=1 i=l j=1

Se puede demostrar matematicamente que, en la regresion lineal de la variable
Y sobre la variable X, la varianza de la variable Y se puede descomponer de la
siguiente manera:

S, =82+8;

Asi pues, de la relacion se deduce que cuanto mayor sea la varianza explicada por
la regresion lineal (S ) respecto de la varianza total, menor serd la variabilidad del
error de ajuste (S’ )y mejor sera la bondad del ajuste.

2 2
Si ahora se divide la expresion anterior para S; , se obtiene: 1= Srz S‘;
Y Y

Y retomando el significado del coeficiente de correlacion lineal (R?) como el por-
centaje de varianza de Y que se puede explicar por X, se tiene:

S? S?
R*= L=1-—% (En tanto por uno)
S S
Y Y

De esta definicion se pueden sacar algunas conclusiones:

* 0= R? =1, por ser la parte de un total.

* R?=1 implica que la varianza residual es nula y por lo tanto el ajuste es
perfecto. En consecuencia, la relacion entre ambas variables es lineal.

* R?=0implica que la varianza residual es igual a la varianza de la variable Y
y que la variable explicativa no aporta informacion valida para la estimacion
de la variable explicada. En consecuencia, no existe relacion lineal entre las
dos variables.

+ Cuanto mas proximo a 1 esté R? mejor sera la bondad o calidad del ajuste.

2 2
Por otra parte, en una regresion lineal se puede demostrar que R? :% = S‘S;’g 2
y Xy
que evidentemente coincide con el cuadrado del coeficiente de correlacion lineal y
justifica todas las propiedades antes mencionadas de ambos coeficientes.

2 _ P2
I R
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Predicciones. Usos y abusos

El primer objetivo de la regresion lineal era poner de manifiesto la relacion exis-
tente entre dos variables estadisticas. Una vez se constata que la hay, y se calcula la
recta de regresion apropiada, esta se puede usar para obtener valores de la variable
explicada, a partir de valores de la variable explicativa.

Por ejemplo, si se comprueba una buena correlacion lineal entre las variables X =
«horas de estudio semanal» y Y = «nota del examen», con una recta de regresion
(de Y sobre X) igual a Y = 0.9 + 0.6 x se puede plantear la siguiente pregunta:

(Qué nota puede obtener (segun los datos) un alumno que estudia 10 horas sema-
nales?

Y la respuesta es tan sencilla como calcular Y, sustituyendo en la ecuacion de la
recta x = 10, resultando Y = 6.9. El coeficiente determinacion es el dato que indi-
cara si la prediccion obtenida es fiable o no, ya que es el coeficiente que informa
sobre la calidad del ajuste.

En el momento de hacer predicciones hay que tener ciertas precauciones, porque
es posible obtener resultados absurdos. Segln la recta de regresion anterior, un
alumno que estudie 20 horas por semana (x = 20) tendria un resultado de 12.9
puntos en su examen, lo que no tiene sentido si se evalua sobre 10. La limitacion
de la prediccion consiste en el hecho de que solo se puede realizar para valores de
X que estén situados dentro del rango de los valores de X .
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Objetivos

Los problemas deben permitir que los alumnos alcancen los objetivos didacticos:

2a) Saber analizar y extraer informacion de una distribucion de datos bidimen-
sional a partir de la construccion de la tabla de doble entrada.

2b) Saber extraer conclusiones del andlisis, tanto de las distribuciones margina-
les como de las condicionadas de una distribucion de datos bidimensional.

2¢) Distinguir grafica y analiticamente si las dos variables de una distribucion
de datos bidimensional tienen relacion lineal.

2d) Saber calcular e interpretar la covarianza, asi como aplicar las propiedades
que este estadistico cumple.

2e) Saber calcular el coeficiente de correlacion lineal asi como su interpretacion.

2f) Construir la recta de regresion lineal de una variable estadistica respecto a
la otra en una distribucion de datos bidimensional.

2¢) En una distribuciéon de datos bidimensional, saber predecir el valor de una
variable a partir de un valor de la otra mediante la recta de regresion y co-
nocer su fiabilidad.

La tabla siguiente nos muestra como estan distribuidos los objetivos segin los
Ejercicios:

EJERCICIOS

1 2 i3 #4 5 i6 7 18 9 i10:i11:12:13:14:15:16:17 11819

OBJETIVOS
[\]
s}
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Enunciados

2a) Saber analizar y extraer informacion
de una distribucion de datos bidimen-
sional a partir de la construccion de la
tabla de doble entrada.

2b) Saber extraer conclusiones del analisis,
tanto de las distribuciones marginales
como de las condicionadas de una dis-
tribucion de datos bidimensional

Ejercicio 1

Una empresa ha entrevistado a veinticinco de sus trabajadores con tareas adminis-
trativas para conocer el grado de implicacion en su formacion profesional. A cada
uno le pregunt6 el nimero de cursos de formacion de més de 30 horas y el numero
de cursos de perfeccionamiento de idiomas que habia realizado en los ultimos tres
afios. Los resultados son los que se muestran en la tabla siguiente:

Formacio’n: 8 : 9 : : 5 : 6 : 7 : 7 : : 10 : : : : :
_______ b o b e b mm e m b b e b mmdmmdmmdmmhm—mh—— = =1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

8 5 7 7 8 10

Idiomas : 7 10

. . . . . . . . . .
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
------- B e el e i e et s Tt At Tt ditie
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

[
1
1
+

a) Construye la tabla de frecuencias conjunta.

b) Calcula el nimero medio de cursos formacion y el nimero medio de cursos
de idiomas que han realizado los trabajadores de la empresa.

c¢) Calcula el nimero medio de cursos de formacion que han hecho aquellos
trabajadores que hicieron siete de perfeccionamiento de idiomas.

d) ;{Qué proporcion de trabajadores ha realizado mas de cinco cursos en ambas
categorias? ;Qué proporcion de trabajadores ha hecho mas de cinco cursos
de formacion? ;Y mas de cinco cursos de idiomas?

e) (Qué proporcion de trabajadores ha realizado més de siete cursos de forma-
cién y mas de 8 en idiomas?

f) (Qué porcentaje de los trabajadores que han hecho cinco o mas cursos de
formacion, ha hecho siete o mas cursos de idiomas?

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran [ M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapienﬂa1OO

indice



Ejercicio 2

Una empresa quiere abrir un punto de venta en un barrio de una gran ciudad de
la Comunidad Valenciana. Como el segmento de poblacion al que va dirigido el
producto es a personas de edades comprendidas entre 45 y 55 afios, ha decidido
encuestar a una muestra de 50 vecinos del barrio cuya edad esté en esta franja. La
tabla siguiente muestra dos de las preguntas que aparecian en la encuesta: edad e
ingresos mensuales en miles de euros.

Edad 150,51 ,53,50,51,48,50,49,52,52,49,50,52,51,52,49,50

------- B Lk e T T R S e T I Lk I T T T e Sy S

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ingresos | o 411451 3 13.612.913.813.813.613.91 3 13.814.113514.013.113.1
mensualesl 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Edad 151,50, 51 ,52,53,52,52,51,50,51,54,50,51,51,51,52,51
------- B el i el e i T e A e A . I N  l

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ingresos | | 4 3303013714.114213.513.813.613414.613.513.613.11 4 138142
mensualesl 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Edad 152,51 ,50,51,49,51,48,50,52,53,52,50,52,51,51,51
------- e N N e Y T i e p

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ingresos | 4 4 413913713413312.713.413.6144143133142142133137
mensualesl 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a) Construye la tabla de doble entrada agrupando los ingresos mensuales en in-
tervalos de amplitud 0,5 y de manera que el extremo pequefio de la primera
clase sea 2.5.

b) (Qué ingresos medios tienen los encuestados de 51 afos? ;Qué porcentaje
de estos tiene unos ingresos inferiores a 4000 €?

¢) {Cudl es la media de edad de los encuestados que tienen unos ingresos entre
3500 y 4000 euros? ;Qué porcentaje de estos tienen 50 o 51 afios?

d) ;Qué porcentaje de los clientes ingresan mensualmente 4000 euros o mas y
tienen mas de 50 afios?

e) (Qué porcentaje de las personas encuestadas tienen mas de 51 afios o unos
ingresos de 4000 € o mas?
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Ejercicio 3

El Departamento de Recursos Humanos de una empresa ha decidido realizar dos
tests para seleccionar a las personas que deberan hacerse cargo de un proyecto de
innovacion. Las notas obtenidas por los aspirantes se muestran en la siguiente tabla:

|7EsTi|7i6/5 45 817 8 065 8 6878766 0]

|TEST2|87667109910861089887868|

a) Construye la tabla de doble entrada.

b) Calcula la nota media en el test 2 de los aspirantes que han obtenido un 6 en
el test 1.

c¢) Calcula el porcentaje de aspirantes que obtienen un nota inferior a 8 en el
test 2 entre aquellos que obtienen un nota en el test 1 superior a 6.

Ejercicio 4

La siguiente tabla muestra el nimero de personas ocupadas distribuidas atendiendo
al sueldo neto de la actividad principal que desarrollan (en centenas de euro) y la edad
en el afio 2010, seglin datos recogidos del Ministerio de Trabajo y de Inmigracion.

SUELDO
EDAD | [0,6) | [610) | /10,12 | [1216) | [1621) | [21,30) | [30,40)' |
[16,25) 289,79 E 490,44 v 24908 126,47 E 38,03 E 1,70 E 0 E

-------------------------------------------------------------------------------------------

[25,30) 232,55 1 673,68 : 571,85 : 430,16 : 192,86 : 20,80 : 11,01

-------------------------------------------------------------------------------------------

[30,45) 566,18 : 1777,07 : 1671,91 : 2190,02 : 1248,87 : 736,77 : 155,06

-------------------------------------------------------------------------------------------

[45,55) 323,65 1 797,11 : 881,81 : 1123,69 : 72493 : 44878 : 138,99

-------------------------------------------------------------------------------------------

[55,65) | 18520 : 430,59 : 503,77 : 568,69 : 306,20 : 22513 : 123,53

a) Construye las tablas de frecuencia de las distribuciones de las variables mar-
ginales y calcula la media aritmética de cada una.

b) Construye la tabla de frecuencia de la edad de aquellas personas ocupadas
que tienen un sueldo de 1200 a 1600 euros. Calcula también la edad media
de las personas que cobran entre 1200 y 1600 euros.

c) Construye la tabla de frecuencia del sueldo de aquellas personas ocupadas
que tienen 30 afios o0 mas. ;Qué sueldo medio cobran?

d) (Qué porcentaje de personas ocupadas tienen 45 afios 0 mds y cobran 1600
euros o mas?

e) (Qué porcentaje de personas ocupadas tienen 45 afios 0 mas o cobran 1600
euros o mas?

/) ¢Qué porcentaje de ocupados tiene menos de 30 afios de aquellos que cobran
1200 euros o mas?

1. En la tabla original el ultimo intervalo es 3000 euros o mas. Se ha cerrado el intervalo para hacer el ejercicio.
2. En la tabla original el ultimo intervalo es 55 afios o mas. Se ha cerrado el intervalo para hacer el ejercicio.
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2c¢) Distinguir grafica y analiticamente
si las dos variables de una distri-
bucioén de datos bidimensional tie-
nen relacion lineal.

Ejercicio 5

La siguiente tabla muestra la poblacion en edad de trabajar analfabeta en la Comu-
nidad Valenciana, Madrid, Andalucia y el Pais Vasco a lo largo de los afios 2000-
2010 en miles de personas.

2000 | 2001 | 2002 § 2003 § 2004 § 2005 | 2006 | 2007 § 2008 § 2009 § 2010

Andalucia  |332,28: 280 99 342, 14 307 41 294 91 247 90 . 262 25 278 03: 294 34. 290 37 279 91

Madrid 73,15 58 88! 7406 83,331 71 83 4735 43 351 4034 4668 5698|7221

........................................................ R R (U U

Pais Vasco 1769 13,77 1467 1256 1327 ¢ 9,37 .113451250 13,66 | 14,23 | 11,10

------------------------------------------------ ettt ittt e

C. Valenciana 128,01: 96,83 :110,81:117,30:114,73: 69,46 | 79,91 | 79,01 | 92,45 | 99,06 | 85,76

Fuente: INE

a) Representa la nube de puntos entre las variables: Poblacion analfabeta en
edad de trabajar en Andalucia y Poblacion en edad de trabajar en la Comuni-
dad Valenciana. ;Qué observas en cuanto a la existencia o no de la relacion
lineal entre las dos variables?

b) Representa la nube de puntos entre las variables: Poblacion analfabeta en edad
de trabajar en la Comunidad de Madrid y en el Pais Vasco. ;Qué observas en
cuanto a la existencia o no de la relacion lineal entre las dos variables?

¢) Calcula el estadistico adecuado para confirmar las suposiciones que has he-
cho en los dos apartados anteriores.

2c) Distinguir gréfica y analiticamente
si las dos variables de una distri-
bucion de datos bidimensional tie-
nen relacion lineal.

2d) Saber calcular e interpretar la cova-
rianza, asi como aplicar las propie-
dades que este estadistico cumple.

Ejercicio 6

Se recogieron los valores mensuales de los gastos en publicidad de una compaiia
ferroviaria y el nimero de pasajeros a lo largo de 15 meses. Los datos los muestra

la tabla:
Publicidad 14115 1 g L7 {10 |15 [ 10| 14|19 [ 10| 11|13 |16 ] 10 ] 12
(en miles )
Pasajeros |y | 7 13 123 |16 |21 | 14 |20 [24 |17 | 16 |18 | 23 [ 15 | 16
(en miles)
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a) Calcula el gasto medio y el nimero medio de pasajeros.

b) Haz la nube de puntos y calcula la covarianza. ;jEs coherente el valor del
estadistico con la nube de puntos?

¢) Si para los 15 meses posteriores se prevé que la inversion en publicidad de
cada mes aumente un 10 % respecto al mismo mes del periodo anterior, y
también se prevé que este hecho provocara un aumento del 8 % en el nimero
de pasajeros cada mes, ;cudl serd la covarianza en este segundo periodo?

Ejercicio 7

Una empresa ha realizado dos tests psicotécnicos a los 9 trabajadores de un depar-
tamento como parte del proceso de seleccion del nuevo director del departamento.
La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos por los aspirantes:

TEST 1 5 7 6 9 3 1 2 4 6

TEST 2 6 5 8 6 4 2 1 3 7

a) Calcula la covarianza. ;Existe algin tipo de relacion lineal entre las dos
variables?

b) Ha habido un error en una pregunta de cada test y el tribunal decide aumentar
un 5 % la puntuacion de cada participante. Calcula nuevamente la covarianza.

2e) Saber calcular el coeficiente de co-
rrelacion lineal asi como su inter-
pretacion.

Ejercicio 8

Dados las siguientes nubes de puntos, contesta:

®
L L
L L L
. @ »
L L N
* & ® [
4 = & L
A B *
" . ® C
L L
@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran [ M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales = UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia 100

indice



a) Asocia cada nube de puntos con el valor del coeficiente de correlacién que
le corresponde entre estos valores: —0,9; 0,4; 0,95: —0,65; 0,1; 0,6. Razona
la respuesta.

b) Indica para cada nube de puntos el signo de la covarianza y di cudl es su
significado.

Ejercicio 9

La siguiente tabla muestra el gasto total promedio, el gasto medio en alimentos y
bebidas no alcoholicas y el gasto en vivienda, agua, electricidad, gas y otros com-
bustibles en euros, por nimero de personas que forman la unidad familiar en el afio
2009,? segtin datos del INE.

Numero de miembros

de la familia ! 2 3 4 5 6 0 mds

Gastos medios totales 18355,25 27755,08 33414,09 38576,14 40699,09 41562,31

Gastos
en vivienda, agua,
electricidad, gas y
otros combustibles

7493,88  8990,72  9205,13  9645,19 10114,49 9272,18

a) (Existe una fuerte relacion lineal entre el nuimero de miembros que viven en
un hogar y el gasto medio total? Razona la respuesta.

b) (Y entre el nimero de miembros que viven en un hogar y el gasto en vivien-
da, agua, electricidad, gas y otros combustibles? Razona la respuesta.

3. Para realizar el ejercicio, considera 7 miembros en el intervalo 6 o mads.
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Ejercicio 10

El director de Recursos Humanos de una empresa ha realizado dos tests psicotéc-
nicos para seleccionar a las personas que deben trabajar en el Departamento de
Marketing. Se han presentado 9 personas y los resultados obtenidos en cada uno
de los tests han sido los siguientes:

TEST 1 175 181 192 211 235 255 275 286 292
TEST 2 169 185 202 219 240 266 295 329 357

Teniendo en cuenta los resultados de los tests, ;crees que el director podria haber
eliminado uno de los dos tests para decidir los candidatos? Razona la respuesta.

2f) Saber calcular el coeficiente de co-
rrelacion lineal asi como su inter-
pretacion.

2e) Construir la recta de regresion li-
neal de una variable estadistica res-
pecto a la otra en una distribucion
de datos bidimensional.

2¢g) En una distribucion de datos bidi-
mensional, saber predecir el valor
de una variable a partir de un va-
lor de la otra mediante la recta de
regresion y conocer su fiabilidad.

Ejercicio 11

En una muestra de 150 empresas del sector de servicios se recogen datos sobre el
nimero de trabajadores de la empresa (X) y la facturacion (Y) anual en millones
de euros. Los resultados se muestran resumidos en los siguientes estadisticos:

X =14 trabajadores Y =100 millones S, =2trabajadores S, =251

S,. =45trabajadores x millén

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal e interprétalo.

b) Calcula el modelo de regresion lineal que mejor aproxima la facturacion en
funcion del nimero de trabajadores

¢) En funcién de este ajuste, calcula de forma aproximada la cantidad que se
espera que facture una empresa con 15 trabajadores. (Es fiable esta predic-
cion? Razona la respuesta.

d) Calcula el modelo de regresion lineal que mejor aproxima el nimero de tra-
bajadores en funcion de la facturacion.

/) En funcién de este ajuste calcula de forma aproximada el nimero de traba-
jadores que se espera que tenga una empresa que facture 105 millones. (Es
fiable esta prediccion? Razona la respuesta.
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Ejercicio 12

Las dos tablas siguientes muestran el grado medio de satisfaccion de los ocupados
segun el trabajo que realizan por edad y por el nivel de estudios en 2010. Los datos
han sido extraidos del Ministerio de Trabajo e Inmigracion.

NIVEL GRADO EDAD GRADO
ESTUDIOS | DE SATISFACCION DE SATISFACCION

1 7,05 [16,25) 7,33

2 7,09 [25,30) 7,39

3 7,21 [30,45) 737

4 7,23 [45,55) 7,30

5 7,50 [55,65)* 7.43

6 7,55

Hay que decir que la variable nivel de estudios ha sido convertida a numérica
discreta para ser graduable. Asi, la equivalencia es: 1 = menos que Primarios;
2 = Primarios; 3 = Secundarios; 4 = Bachillerato; 5 = Formacion Profesional y 6 =
Universitarios. Esta conversion se ha hecho a efectos didacticos:

a) Calcula el coeficiente de relacion lineal de ambos pares de variables. {En
cudl de las dos convendria calcular la recta de regresion?

b) Calcula la recta de regresion del grado de satisfaccion en funcion del nivel
de estudios.

Ejercicio 13

El grado medio de satisfaccion medio de los ocupados, segln el trabajo que reali-
zan por nivel de ingresos y por sexo en el afio 2010, se muestra en la tabla siguien-
te. Los datos han sido extraidos del Ministerio de Trabajo e Inmigracion.

NIVEL GRADO GRADO

DE INGRESOS | PE SATISFACION | DE SATISFACION
HOMBRES MUJERES
0,600) 6,19 7,253
[600,1000) | 683 7,234
[1000,1200) | 728 7,339
[1200,16000 | 739 | 7,61
(160021000 | 760 7,768
21003000) | 782 7,682
[3000,4000)° 7,925 7,499

4. En la tabla original el ultimo intervalo es 55 anos o mas. Se ha cerrado el intervalo para poder hacer el ejercicio.
5. En la tabla original el tltimo intervalo es 3000 euros o mas. Se ha cerrado el intervalo para poder hacer el ejercicio.
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a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal entre las variables Nivel de in-
gresos y Grado de satisfaccion en los hombres y entre las variables Nivel
de ingresos y Grado de satisfaccion en las mujeres. ;Qué conclusiones se
pueden obtener?

b) Calcula la recta de regresion que explique el grado de satisfaccion medio en
el trabajo de los hombres en funcion del nivel de ingresos.

Ejercicio 14

El numero total de expedientes de regulacion del trabajo a lo largo de los afios
2001-2010, segtin los datos extraidos del Ministerio de Trabajo e Inmigracion, son
los que se muestran en la tabla.

_____________ 1 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Alicante | 139 | 169 | 224 | 268 | 292 | 180 | 164 | 393 | 939 | 679
Castellon | 49 | 59 | 55 | 76 | 88 | 59 | 58 | 291 | 939 | 777

a) (Existe algun tipo de relacion lineal entre las variables? ;Es fuerte esta rela-
cion? Razona las respuestas.

b) Calcula la recta de regresion lineal que relaciona el numero de expedientes
totales en Castellon en funcion de los de Alicante.

Ejercicio 15

La siguiente tabla muestra el nimero total de hipotecas firmadas, asi como la tasa
de paro en Espafia en el periodo 2004-2010, segun datos extraidos del INE.

Hipotecas Tasa de paro
2004 | 1608497 | 81
2005 | 1798630 | 92
2006 | 1896515 | 83
2007 | 1780627 | 86
2008 | 1283374 | 139
2009 | 1082587 | 1883
2010 | 961601 | 2005

a) (Existe algun tipode relacion lineal entre las variables? ;Es fuerte esta rela-
cion? Razona las respuestas.

b) Calcula la recta de regresion lineal que relaciona el nimero hipotecas firma-
das en funcién de la tasa de desempleo.
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Ejercicio 16

La siguiente tabla muestra el niimero de horas extraordinarias totales en miles
(remuneradas y no remuneradas) realizadas en el conjunto de Espafia, asi como
las tasas de paro desde el primer trimestre de 2008 hasta el ultimo trimeste del afio
2010. Los datos han sido extraidos del INE.

Trimestres Numero total de Tasa de

horas extras paro

2010TIV 55749 | 2033
2ot0mmr | 50589 | 1979
oaem0mm | 60027 | 2000
Coaomom | 61541 | 2005
amemv | 64932 | 1883
2000t | 6069 | 1795
ae0etn | 042 L 1792
ao0stv | 83984 | 1391
oo0sTmr | 88132 | 1133
oot | 0744 | 1044
2ot | 100581 | 963

a) Halla, en su caso, las recta de regresion que explica el nimero de horas ex-
tras en funcion de la tasa de desempleo.

b) En el primer trimestre de 2009 la tasa de paro era del 17,36 %. Da una esti-
macion del nimero de horas extras en este trimestre, asi como una medida
de su fiabilidad.

Ejercicio 17

El numero total de expedientes de regulacion del trabajo a lo largo de los afios
2001-2010 en Cataluna y la Comunidad Valenciana, extraidos del Ministerio de
Trabajo e Inmigracion, son las que se muestran en la tabla, a excepcion de los da-
tos del ano 2005 que se han omitido.
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Afio Cataluiia Com un‘idad
Valenciana
2001 661 465
w02 | 4L am
005 | o8 | oso4
w0 | s L 619
006 | 55 a4
w07 | w L a7
008 | s L 1286
w09 | e | 300
w0 | mis L 810

Se sabe que el numero de expedientes en 2005 en Catalufia fue 512. Da una esti-
macion, si es conveniente, del nimero de expedientes en la Comunidad Valencia-
na asi como una medida del ajuste.

Ejercicio 18

En un museo se desea estudiar la repercusion que tienen las quejas realizadas por los
visitantes y los ingresos. Para realizarlo, se observaron las dos variables a lo largo
de las ultimas diez semanas. Las visitas estan expresadas en decenas de asistentes.

18|26|30|33|38|39|42|44|46|49
107 |105,5| 105 |104,4|104,3| 104 |103,7|103,4| 103,1| 103

Si la entrada al museo tiene un coste de 3,6 euros, estima los ingresos del museo si
en una semana se hubieran producido 43 quejas.

Ejercicio 19

La siguiente tabla muestra el nimero de personas ocupadas distribuidas atendiendo el
sueldo neto de la actividad principal que desarrollan (en centenas de euro) y el nivel
de estudios que tenian en 2010, segtin datos recogidos del Ministerio de Trabajo y de
Inmigracion. Hay que decir, sin embargo, que la variable nivel de estudios ha sido
convertida a numérica discreta para ser graduable. Asi, la equivalencia es: 1 = menos
que Primarios; 2 = Primarios; 3 = Secundarios; 4 = Bachillerato; 5 = Formacién Pro-
fesional y 6 = Universitarios. Esta conversion se ha hecho a efectos didacticos.
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\ SUELDO

Nivel de

estudios 10, 6) [6,10) | [10,12) | [12,16) | [16,21) | [21,30) |[30, 40)
1 8,75 1 21,67 : 1500 i 793 : 565 i 074 : 1,56
2 | 293,18 | 790,92 | 601,61 | 472,64 : 92.82 | 5630 : 377 |
3| 53808 | 155152 | 122620 | 109834 | 340.72 | 7478 | 13.56 |
4 | 323,39 ;67029 : 60731 : 709,62 : 31335 : 14200 : 33,20 .
5 | 303,28 : 801,87 : 843,80 : 98242 : 44490 : 183,90 : 3073 .
6 164,47 : 439,26 : 619,51 1155,75 | 1230,07 | 919,40 @ 282,14

a) (Estan relacionadas linealmente el sueldo y el nivel de estudios?
b) Calcula una estimacion del sueldo que cobraria una persona ocupada que
tuviera un nivel de estudios equivalente a 4,5, asi como su fiabilidad.

Ayudas

En este apartado se presentaran las ayudas para emplear en caso de ser necesario
a la hora de realizar los ejercicios y problemas. Es conveniente no hacer un abuso
excesivo de estas ayudas, es decir, antes de emplearlas hay que pensar el problema
al menos durante unos 10-15 minutos. Después se consultara la ayuda de tipo 1 y
se intentara resolver el ejercicio con esta ayuda. Si no es posible resolverlo, enton-
ces se consultara la ayuda de tipo 2, y en tltimo término la solucion.

Ayudas Tipo 1

Ejercicio 1

Consulta la introduccion tedrica.

Ejercicio 2

Consultar la introduccion tedrica. En el apartado e) nota que pide el porcentaje de
las personas encuestadas que tienen mas de 51 afios o unos ingresos de 4000 euros
o mas. Hay que contar pues el nimero de personas que cumplen una condiciéon o
la otra.
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Ejercicio 3

Consulta la introduccion teorica.

Ejercicio 4

Consulta la introduccion tedrica.

En el apartado ¢) debes tener presente que la variable que condiciona, en este caso
la edad, incluye mas de un intervalo. Entonces hay que agrupar las frecuencias
conjuntas adecuadamente.

Ejercicio 5

Consulta la introduccion tedrica.

En el apartado c) tienes que calcular el estadistico que permite contrastar si dos
variables estadisticas estan relacionadas linealmente.

Ejercicio 6

Para hacer el grafico tienes que seguir las indicaciones del ejercicio 5. Para afirmar
que el grafico es coherente con el resultado de la covarianza debes fijarte en el
signo del estadistico.

Para responder a la aparta ¢) hay que aplicar una propiedad.

Ejercicio 7

Consulta la introduccion teorica.

Ejercicio 8

El coeficiente de correlacion lineal informa de las mismas cosas que lo hace la
covarianza. Puedes consultar la introduccion teorica para saber las propiedades.
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Ejercicio 9

Hay que calcular un estadistico que mida el grado de relacion lineal entre dos variables.

Ejercicio 10

El director podria haber eliminado una de las dos pruebas siempre y cuando las
dos discriminen a las mismas personas.

Ejercicio 11

El apartado a) es directo y para el resto de apartados hay que construir las funcio-
nes lineales que mejoran el ajuste. Para hacer las predicciones hay que sustituir las
valores de las variables explicativas en las formulas.

Ejercicio 12

Hay que hacer lo mismo que en el ejercicio 11 pero en este caso tienes que calcu-
lar los estadisticos a partir de los datos. Unicamente habréa que calcular la recta de
regresion que tenga un coeficiente de correlacion superior a 0,8.

Ejercicio 13

Véase la ayuda del ejercicio 12.

Ejercicio 14

Para contestar la pregunta a) tienes que calcular el estadistico que informa sobre el
grado de relacion lineal entre dos variables.

Ejercicio 15

Para contestar la pregunta a) tienes que calcular el estadistico que informa sobre el
grado de relacion lineal entre dos variables.
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Ejercicio 16

Unicamente cuando sea pertinente convendra calcular la recta y hacer la prediccion.

Ejercicio 17

Unicamente cuando sea pertinente convendra calcular la recta y hacer la prediccion.

Ejercicio 18

Debes tener en cuenta que los ingresos dependen completamente del nimero de
visitas. Es decir, si sabes un estimacion de las visitas sabras una estimacion de los
ingresos.

Ejercicio 19

Para contestar la pregunta del apartado «) tienes que calcular el coeficiente de co-
rrelacion. Utiliza la tabla para hacer los célculos de los estadisticos y los productos
que se necesitan para calcular la covarianza.

Ayudas Tipo 2

Ejercicio 1

Para contestar la pregunta b) hay que construir la tabla de la distribucién marginal,
y para la pregunta c), la tabla de la distribucion condicionada:

g‘gsgjlgi n; Xt n X/Y ="7) n; X; ' m
4 1 4 6 2 12
5 3 15 7 4 28
6 2 12 8 2 16
7 7 49 8 56
8 6 48
9 5 45
10 1 10
25 183
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Para hacer los recuentos puedes ayudarte de la tabla de doble entrada:

Y = cursos de idiomas

>< 3 5 6 7 8 10 ni.

4 1 1

- 5 2 1 3

S

= 6

g

R

S 7 4

%)

=

g 8 4 O

£

G 9

Il

” 10
n.j 1 2 1 8 10 3 25

Ejercicio 2

En el apartado e) nota que pide el porcentaje de las personas encuestadas que tienen

mas de 51 afos o0 unos ingresos

de 4000 € o mas. Observa que este nimero pedido

es igual a: (encuestados que ingresan mas de 4000) + (encuestados que tienen mas
de 51 afios) — (encuestados que tienen mas de 51 afios e ingresan mas de 4000 €).

Ejercicio 3

Como es muy similar al ejercicio 1, consultalo en sus ayudas.

Ejercicio 4

Muy similar al ejercicio 1. Con

sulta en las ayudas de este ejercicio. Calcula pre-

viamente las marcas de las clases de cada variable. En el apartado ¢) puedes utili-

zar la siguiente tabla:

EDAD | [0,6) | [6,10) |

[10,12) | [12,16) | [16,21) | [21,30) | [30,40)

[30,45) | 566,18 | 1777,07 |

-------------------------

[45,55) | 323,65 @ 797,11

[55,65) 185,2 : 430,59

nj | 107503 | 3004,77
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Ejercicio 5

En el apartado c) has de calcular la covarianza.

Ejercicio 6

Para responder en el apartado c) debes aplicar la propiedad de la covarianza, te-
niendo en cuenta que hay que definir dos variables nuevas a partir de las dos ante-
riores: X’ = gastos en el segundo periodo y Y’ = numero de pasajeros en el segundo
periodo. Segun el enunciado X’=1,1 - Xy Y = 1,08 - Y.

Ejercicio 7

Misma ayuda que en el ejercicio 6. En este caso las nuevas variables son: X’ = nota
del test 1 tras el aumento y Y’ = nota del test 2 después del aumento.
Segun el enunciado X’=1,05-X y Y = 1,058 - Y.

Ejercicio 8

Se remite a la ayuda de tipo 1 por ser lo suficientemente aclaratoria.

Ejercicio 9

Hay que calcular el coeficiente de correlacion lineal.

Ejercicio 10

Hay una relacion casi funcional entre las dos variables. El director podria haber
eliminado una de las dos pruebas siempre y cuando exista.

Ejercicio 11

Las funciones lineales que hay que calcular son las rectas de regresion. Para saber
la fiabilidad de las predicciones busca el coeficiente de determinacion.
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Ejercicio 12

Se remite a la ayuda de tipo 1 por ser lo suficientemente aclaratoria.

Ejercicio 13

Véase la ayuda del ejercicio 12.

Ejercicio 14

Para contestar la pregunta del apartado «) tienes que calcular el coeficiente de
correlacion.

Ejercicio 15

Para contestar la pregunta del apartado a) tienes que calcular el coeficiente de co-
rrelacion.

Ejercicio 16

Unicamente si el coeficiente de correlacion es cercano a 1 o a —1 es pertinente
calcular la recta y hacer la prediccion.

Ejercicio 17

Unicamente si el coeficiente de correlacion es cercano a 1 0 a —1 es pertinente
calcular la recta y hacer la prediccion.

Ejercicio 18

Si existe tipo de relacion lineal entre el nimero de quejas y el nimero de visitas,
entonces podremos encontrar la recta de regresion entre el nimero de visitas y el
de quejas y, con posterioridad, se podran estimar los ingresos.

Ejercicio 19

Se remite a la ayuda de tipo 1 por ser lo suficientemente aclaratoria.
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Soluciones

Ejercicio 1

Una empresa ha entrevistado a veinte y cinco de sus trabajadores con tareas ad-
ministrativas para conocer el grado de implicacion en su formacion profesional.
A cada uno se le pregunté el nimero de cursos de formacioén de mas de 30 horas
y el numero de cursos de perfeccionamiento de idiomas que habia realizado en
los tltimos tres afios. Los resultados son los que se muestran en la tabla siguiente:

Formacion | ¢ 1 o | 4 | 5 1 61 707191101 715161 71
EST 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
------- F - —+—m—F — — 4 —m—F — —F — —F — —F — —F — —F — —F — —F — — F+ — — A
: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Idiomas | ¢ & ¢ 1 3 1 51 7071811011017 1 61 7181
ECO 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Formacio’n: ] : 5 : 8 : 9 : 8 : 8 : 7 : 7 : 9 : 9 : 8 : 7:
EST 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
------- Dl i I T . R I Tt T
Idiomas | | & | ¢ | ¢ 1 7 18171718 1101 8 1 8§ 1
ECO 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a) Construye la tabla de frecuencias conjunta.

b) Calcula el nimero medio de cursos de formacion y el nimero medio de cur-
sos de idiomas que han realizado los trabajadores de la empresa.

c¢) Calcula el nimero medio de cursos de formacion que han hecho aquellos
trabajadores que hicieron siete de perfeccionamiento de los idiomas.

d) (Qué proporcion de trabajadores ha realizado mas de cinco cursos en ambas
categorias? ;Qué proporcion de trabajadores ha hecho mas de cinco cursos
de formacién? ;Y mas de cinco cursos de idiomas?

e) (Qué proporcion de trabajadores ha realizado més de siete cursos de forma-
cion y mas de ocho en idiomas?

f) ¢Qué porcentaje de los trabajadores que han hecho cinco cursos o mas de
formacion, ha hecho siete cursos o mas de idiomas?

Solucion
a) Construye la tabla de frecuencias conjunta.

Para construir la tabla de doble entrada, en primer lugar, hay que ordenar los datos
de las dos variables de menor a mayor y construir una cuadricula, por lo que en la
primera fila se sitian las diferentes categorias o valores que toma una de las varia-
bles, y en la primera columna los valores o las categorias relativas a la segunda.
Asi, el nimero que hay que asociar a cada celda de la tabla de doble entrada es la
frecuencia absoluta conjunta del dato bivariante, formada por los valores corres-
pondientes ubicados en la primera fila y en la primera columna.
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En nuestro caso podemos representar en las filas la variable Cursos de formacion
y en las columnas la variable Cursos de idiomas. Asi pues:

Y = Cursos de idiomas

1 |

= 2 1 3

2

= 2 2

£

s

< 4 3 7

=

2 2 4 6

E

3 3 5

]

> 1
1 2 1 8 10 25

b) Calcula el nimero medio de cursos de formacion y el nimero medio de cur-

sos de idiomas que han realizado los trabajadores de la empresa.

Para contestar estas preguntas hay que estudiar las dos distribuciones marginales;
X = Cursos de formacion y Y = Cursos de idiomas. Es decir: variable Cursos de
formacion en las filas y en las columnas la variable Cursos de idiomas. Asi pues:

Cursos de Cursos de
formacion idiomas
1 4 1 3
T 15 BT 0
T PRI Lol e
R 9 s 6
s s 8 0o 0
s 5 T 0
------- 1 10 25 185
25 183
- 183 185

x=——="7,32 cursos ; =——="7,4 cursos
25 25

¢) Calcula el nimero medio de cursos de formacion que han hecho aquellos
trabajadores que han realizado siete de perfeccionamiento de los idiomas.
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En primer lugar, en este apartado, hay que construir la variable cursos de forma-
cion condicionada a que el valor de la variable cursos de idiomas es 7. Es decir,
hay que construir la variable X / (Y = 7). Extrayendo de la tabla este distribucion

marginal:
6 2 12 En consecuencia:
7 4 28
56
8 2 16 y =—="7 cursos
=7 g
8 56

d) ;{Qué proporcion de trabajadores ha realizado mas de cinco cursos en ambas
categorias? ;Qué proporcion de trabajadores ha hecho mas de cinco cursos
de formacién? ;Y mas de cinco cursos de idiomas?

8

Y = Cursos de idiomas

><3 5 6 7 8 10 i,
4 1 1
= | 5 2 1 3
S

=

S 6

s

< R ‘

=

§8 4 0
5

S 9

Il

“ 10

nj 0 1 i o2 1 8 11w 3 i 25

Para contestar a la primera pregunta, es necesario que contemos el niimero de da-
tos que cumplen las dos condiciones a la vez, es decir, los datos que aparecen con
la celda en color rojo:

Asi pues, como hay 17, el porcentaje solicitado es 17_ 0,68 = 68 un 68 %.

25 1 100’

De esta forma, se cuenta el numero de personas que ha hecho mas de 5 cursos de
formacion, que son 17, lo que representa un 68 %. También podemos calcular fa-
cilmente el nimero de trabajadores que ha hecho mas de 5 cursos de idiomas, que
son 18; los cuales representan un 72 %.

e) (Qué proporcion de trabajadores han realizado més de 7 cursos de formacion
y mas de 8 en idiomas?
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En este apartado hay que contar el nimero de trabajadores que cumplen ambas
condiciones. En este caso son 3 (las que aparecen en amarillo en el apartado d)).
Por tanto, el porcentaje es de 3 de 25, un 12 %.

f) (Qué porcentaje de los trabajadores que ha hecho cinco cursos o mas de for-
macion, ha hecho siete o mas cursos de idiomas?

En este apartado hay que observar que cambia la cantidad total sobre la que te-
nemos que hacer el porcentaje. Es decir, no se nos pide el porcentaje sobre los 25
datos, sino sobre los que han hecho cinco o mas cursos de formacion que son 24.
De estos hay 21 que han hecho 7 cursos o0 més de idiomas. En consecuencia, hay
un 87,5 %.

Ejercicio 2

Una empresa quiere abrir un punto de venta en un barrio de una gran ciudad de
la Comunidad Valenciana. Como el segmento de poblacion al que va dirigido el
producto es a personas de edades comprendidas entre 45 y 55 afios, ha decidido
encuestar a una muestra de 50 vecinos del barrio cuya edad esté en esta franja. La
tabla siguiente muestra dos de las preguntas que aparecian en la encuesta: edad e
ingresos mensuales en miles de euros.

Edad 150,51 ,53,50,51,48,50,49,52,52,49,50,52,51,52,49, 50

------- e m b mm b mmdmmdm b mm b m b m b mm b mm b mm bk mmdmm b mmhmmhmmh— = -
Ingresos |4 ) 411451 3 13.612.913.813.813.613.91 3 13.814.113514.013.113.1
mensualesl 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

o cx loon 8 oa o ond on 8 oom t ool ooq 8 ond o 8 ooad onbogn @ ooq | ox | onl
Edad  '51'50'51'52'53"'52"'52" 5150 51! 54"'50"'51"'51'51"'52"51
------- e m b mm b mmdmmdm b mm b m b m b mm b mm b mm bk mmdmm b mmhmmhmmh— = -
Ingresos 1y 103 3013013.714.114213.513.813.613414.613.513.613.11 4 138142
mensuales 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Edad 152,51 ,50,51,49,51,48,50,52,53,52,50,52,51,51,51
------- e m b mm b mmdmm b e b mm b m b m b mmdmmdmm bk mmhmm ko m b mm o — =
Ingresos

' 4 14413913713413312713413.614414313314214213313.7
mensuales ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

a) Construye la tabla de doble entrada agrupando los ingresos mensuales en
intervalos de amplitud 0,5 y de manera que el extremo inferior de la primera
clase sea 2.5.

b) (Qué ingresos medios tienen los encuestados de 51 afos? ;Qué porcentaje
de estos tiene unos ingresos inferiores 4000 euros?

¢) {Cuél es la media de edad de los encuestados que tienen unos ingresos entre
3500 y 4000 euros? ;Qué porcentaje de estos tienen 50 o 51 afios?
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d) ;Qué porcentaje de los clientes ingresan mensualmente 4000 euros o0 mas y
tienen mas de 50 afos?

e) (Qué porcentaje de las personas encuestadas tienen mas de 51 afios o unos
ingresos de 4000 euros o mas?

Solucion

a) Construye la tabla de doble entrada agrupando los ingresos mensuales en
intervalos de amplitud 0,5 y de manera que el extremo inferior de la primera
clase sea 2.5.

En primer lugar, hay que construir los intervalos de la variable que debe estar agrupa-
da; en este caso los ingresos mensuales. Asi pues, siguiendo las indicaciones que da
el enunciado, los intervalos son [2,5, 3); [2,5, 3); [3, 3,5); [3,5, 4,); [4, 4,5); [4.5, 5).

Siguiendo ahora las indicaciones del ejercicio anterior apartado @), podemos cons-
truir la tabla de doble entrada con las variables X = Ingresos mensuales y Y = Edad.

Y = Edad
48 ‘ 49 [ 50 [ 51 52 ‘ 53 ‘ 54 ni.

7 ST O T D A
0 ' 1
S [3, 35) 3 6 4 13
AP0 S TN N B NN N N T
v ' 1
S R S S S NI N L1
vo185,8 s s o 112
nj 2 | 4 | 11 | 17 | 12 | 3 | 1 50

b) ;Qué ingresos medios tienen los encuestados de 51 afos? ;Qué porcentaje
de estos tiene unos ingresos inferiores 4000 euros?

Hay que construir la variable Ingresos condicionada a que la edad sea de 51 afos.
Es decir X /Y = 51. Ademas, como que la variable X esta agrupada en intervalos
es necesario calcular las marcas de clase para obtener la media pedida. Asi, la tabla
de frecuencias de esta variable es:

X/Y =51 ¢ n; c; - m En consecuencia, la media sera:
[3,35) | 325 0 4 | 13 | —o—— 6475
S S S X =—"= =3809 miles €
1 X X ' %Y=51) 17 s

35,4 & 375 1 7 12625
4. 45 4256255 Por otra parte, hay 11 encuestados con
1,49 ;425 .~ ' un sueldo inferior 4000 euros, lo que

n.j 17 64,75 representa un 64,7 % de 17.
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¢) {Cudl es la media de edad de los encuestados que tienen unos ingresos entre
3500 y 4000 euros? ;Qué porcentaje de estos tienen 50 o 51 afios?

Ahora hay que construir la variable Edad condicionada a unos ingresos de entre 3500
y 4000 euros. Es decir, Y / (X =[3,5, 4)). La tabla de frecuencias de la variable es:

____________________

YIX=[3.5 . 4) n, x,nl .. En consecuencia, la media sera:

9 1 i 49 068

e e N 4 _ 200 ;
50 5 1250 %X —[3,5.4) g 000 Anos
51 7 1 357

oo pomemneees + Por otra parte, hay 12 que tienen 50 o
52 61 312 5] afios, lo que representa un 63,16 %.
nj 19 | 968

d) ;Qué porcentaje de los clientes ingresan mensualmente 4000 euros o mas y
tienen mas de 50 afos?

Hay que hacer el recuento de las personas encuestadas que cumplen las dos con-
diciones que cita el enunciado. Las que se traducen en que deben ingresar mas de
4000 euros (X > 4) y tener mas de 50 afios (Y > 50).

Revisando la tabla se observa que hay 16, los cuales representan el 32 % de los 50
encuestados.

e) (Qué porcentaje de las personas encuestadas tienen mas de 51 afios o unos
ingresos de 4000 euros o mas?

La pregunta es diferente a la anterior, ya que nos pregunta qué porcentaje cumple
una condicion o la otra. Es decir, hay que contar los encuestados que ingresan mas
de 4000 euros (cielo con mayor tamafo) o tienen mas de 51 afios (cielo rojas).
Hay que notar que no podemos sumar el numero de personas que cumplen una
condicion mas el numero de personas que cumplen la otra, ya que de esta manera
estariamos contando las personas que cumplen ambas condiciones dos veces.

Y = Edad

48 49 50 51 52 53 54 ni. i

2 25,3 2 2
=

5 [3, 3,5) 3 6 4 13 E

E .

g 135,49 1 5 7 3

e ]

g 1.4 6 14 !

o 145,59 2

nj 2 4 11 17 12 3 T
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Por tanto, el numero de encuestados pedidos son: (encuestados que ingresan mas
de 4000) + (encuestados que tienen mas de 51 afios) — (encuestados que tienen
mas de 51 afios e ingresan mas de 4000 euros) = 16 + 16 — 10 = 22. Por lo tanto,
el porcentaje que representan respecto a 50 es el 44 %.

Ejercicio 3

El Departamento de Recursos Humanos de una empresa ha decidido realizar dos
tests para seleccionar a las personas que han de hacerse cargo de un proyecto de in-
novacion. Las notas obtenidas por los aspirantes se muestran en la siguiente tabla:

|resTi|7i6/5 45 817 8 065 8 6878766 0]
|TEST2|87667109910861089887868|

a) Construye la tabla de doble entrada.

b) Calcula la nota media en el test 2 de los aspirantes que han obtenido un 6 en
el test 1.

¢) Calcula el porcentaje de aspirantes que obtienen un nota inferior a 8 en el
test 2 de entre aquellos que obtienen un nota en el test 1 superior a 6.

Solucion

De la misma manera que haciamos en el apartado a) del primer ejercicio, construi-
mos la tabla de doble entrada.

Y ="Test1
X=Test2| 4 ! 5 + 6 ' 7 + 8 ' 9o ' ni
B T T v o o4
e T T T3 |
s | P T 2
o | T P T T S R S R S
0 | P P P T
nj | 103 1 s U4 s 2 0

b) Calcula la nota media en el test 2 de los aspirantes que han obtenido un 6 en
el test 1.

Se nos pide que calculemos la media aritmética de la variable test 2 condicionada a
que la variable Test 1 sea 6. Es decir; X /Y = 6. Calculamos la tabla de frecuencias
correspondiente.
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En consecuencia, la media sera:
6 1 P60

v, 37

. : , X _o7_
7 17 %Y=6) 5 7,4 puntos
8 3 24
n.j 5 37

c¢) Calcula el porcentaje de aspirantes que obtienen un nota inferior a 8 en el test
2 de entre aquellos que obtienen un nota en el test 1 superior a 6.

De la misma manera que en el apartado /') del ejercicio 1, en este apartado no se
nos pide el porcentaje sobre las 20 aspirantes, sino sobre los que han sacado mas
de 6 en el Test 1, que son 11. De estas, hay 1 que ha sacado menos de 8. En con-
secuencia, hay un 9,09 %.

Ejercicio 4

La siguiente tabla muestra el nimero de personas ocupadas distribuidas atendien-
do al sueldo neto de la actividad principal que desarrollan (en centenas de euro)
y la edad en el afio 2010, segin datos recogidos del Ministerio de Trabajo y de
Inmigracion.

SUELDO

EDAD | [0,6) | [610) | [10,12) | [12,16) | [1621) | [21,30) | [30,40) |

[16,25) 289,79 1 490,44 : 249,08 : 12647 : 38,03 : 170 0

------------ R e e e el R at ]

[25,30) 232,55 1 673,68 : 571,85 : 430,16 : 192,86 : 20,80 : 11,01

---------------------------------------------------------------------------------------------

[30,45) 566,18 @ 1777,07 @ 1671,91 @ 2190,02 : 1248,87 : 736,77 : 155,06

---------------------------------------------------------------------------------------------

[45,55) 323,65 @ 797,11 : 881,81 : 1123,69 : 724,93 : 44878 : 138,99

---------------------------------------------------------------------------------------------

[55,657) | 18520 : 430,59 : 503,77 : 568,69 : 30620 : 22513 : 123,53

a) Construye las tablas de frecuencia de las distribuciones de las variables mar-
ginales y calcula la media aritmética de cada una.

b) Construye la tabla de frecuencia de la edad de aquellas personas ocupadas
que tienen un sueldo de 1200 a 1600 euros. Calcula también la edad media
de las personas que cobran entre 1200 y 1600 euros.

c¢) Construye la tabla de frecuencia del sueldo de aquellas personas ocupadas
que tienen 30 afios o mas. /Qué sueldo medio cobran?

d) {Qué porcentaje de personas ocupadas tienen anos 45 o mas y cobra 1600
euros o mas?

6. En la tabla original el Gltimo intervalo es 3000 euros o mas. Se ha cerrado el intervalo para hacer el ejercicio.
7. En la tabla original el Gltimo intervalo es 55 afos 0 mas. Se ha cerrado el intervalo para hacer el ejercicio.
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e) (Qué porcentaje de personas ocupadas tiene afios 45 o mas o cobra 1600
euros o mas?

f) ¢ Qué porcentaje de ocupados tiene menos de 30 afios de aquellos que cobran
1200 euros 0 mas?

Solucion

a) Construye las tablas de frecuencia de las distribuciones de las variables mar-
ginales y calcula la media aritmética de cada una.

De la misma manera que en el apartado a) del ejercicio 1, se construye las tablas
de frecuencia de las variables marginales X = Edad de las personas ocupadas y Y
= Sueldo de las personas ocupadas.

Edad C; n; c; " n; Sueldo C; n; c; ' n; i
[1625) | 20,5 i 119551 24507.955!  [0,6) | 30159737 479211
[2530) | 275 | 213291 58655,025: [610) . 8 i 416889 33351,12]
[3045) 37,5 | 8345881 312970,5: [10,12) | 11 | 387842 4266262
[4555) i 50 | 4438061 221948 [12,16) | 14 | 443903 6214642
5569 | 60 | 233111 1405866} /1620 | 185 [ 251089 4645147
n.j 18456,37 | 758668,08 [21,30) 25,5 ' 1433,18 36546,09
[3040) 1 35 | 428,59 15000.65 |

18456,37 | 240950,5

Y calculamos las medias:

758068,08 _ 4112 afios y= 240950,5

———=13,06 miles €
18456,37 18456,37

X =

Hay que notar que, aunque el ejercicio no lo pide explicitamente, es conveniente
calcular la desviacion tipica, para conocer una medida de dispersion de los datos.

b) Construye la tabla de frecuencia de la edad de aquellas personas ocupadas
que tienen un sueldo de 1200 a 1600 euros. Calcula también la edad media
de las personas que cobran entre 1200 y 1600 euros.

Construimos la tabla de frecuencias de la variable Edad condicionada a que la
variable Sueldo estd comprendido entre 1200 y 1600 euros. Es decir, X / (Y =
[1200,1600)). Asi pues:
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X/(Y =

[1200,1600)) § T o % S
[16,25) 20,5 | 12647 | 2592,635
[25,30) 27,5 1 430,16 | 118294 | En consecuencia, la media sera:
30,45 37,5 12190,02 | 8212575
BO4) 1575 (219002 8212575 18685369,
[45,55) 50 1123 69 56184,5 Y [12,16)” 443903
[55,65) 60 § 568,69 | 341214
n.j 4439,03 | 186853,69

c¢) Construye la tabla de frecuencia del sueldo de aquellas personas ocupadas
que tienen 30 afios o mas. /Qué sueldo medio cobran?

Notese que la variable que condiciona, en este caso la edad, incluye mas de un
intervalo. Entonces hay que agrupar las frecuencias conjuntas adecuadamente:

EDAD | 10, 6) | [6,10) | [10,12) | [12,16) | [16,21) | /21,30) | 130,40)

[30,45) | 566,18 | 1777.07 | 1671,91 | 219002 | 124887 | 736,77 | 15506 |
555 | 33,65 L 19701 | 88181 | 1123.69 | 72493 | 44878 | 13899
/55,65 | 1852 | 430,59 | 50377 | 568,69 | 3062 | 22513 | 12353 |
T nj 107503 | 3004,77 | 305749 | 3882,4 | 2280 | 1410,68 | 417,58 |

En consecuencia, la variable Sueldo condicionada a la edad de 30 anos o mas sera:

Y/(X=>30) C; n; G
_ (09 | 3 107503 | 322509
_[610) | 8 . 300477 : 2403816 : 1Y, por lo tanto, la media
(101 | 11| 305749 | 3363239 | aritmética serd:

[12,16) 14 3882.,4 54353,6
_62) | 185 G 080 {2180 gy 2080688 4y g e
_[21,30) | 255 ;i 141068 : 35972,34 | 15127,95

[30,40) 35 417,58 14615,3

15127,95 | 208016,88

d) {Qué porcentaje de personas ocupadas tienen 45 afios 0 mas y cobran 1600 €
0 mas?

Hay que buscar el nimero de ocupados que cumpla las dos variables. Asi, hay
—observando la tabla y sumando los numeros adecuados— 1967,56 miles. Lo que
representa un 10,66 %.
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e) (Qué porcentaje de personas ocupadas tiene 45 afios o mas o cobra 1600
euros o mas?

De la misma manera que en el apartado /) del ejercicio 2, hay que contar los ocu-

pados que tienen 45 anos o mas (celdas con mayor tamafio) o cobran 1600 euros
o mas (celdas rojas).

SUELDO

EDAD | [0, 6) ‘ [ 6,10) ‘ [10,12)‘ [12,16) ‘ [16,21) ‘ [21,30) ‘ [30,40) ‘ ni. l

[16,25) | 289,79 | 490,44 | 249,08 | 12647 | 38,03 i I7 | 0 i 119551

------------------------------------------------------------------------------------------------

[25,30) | 232,55 | 673,68 | 57185 | 430,16 192,86 20,8 | 11,01 | 213291

------------------------------------------------------------------------------------------------

[30,45) | 566,18 | 1777,07 | 1671,91 | 2190,02 | 1248,9 | 736,77 | 155,06 | 8345,88

_____________

[45,55) 797,11 881,81 1123,69 5724,935448,785138,99 4438,96

[55,65) SRERW) 430,59 503,77 568,69 306,2 ?225,13 | PRERE 2343,11

nj 1597,374168,89 | 3878,42 1 4439,03 ' 2510,89 ! 1433,18 ! 428,59 ! 18456,37 !

Del mismo modo que el ejercicio 2, el nimero de ocupados que cumplen las dos
condiciones son:

(45 afios 0 mas) + (1600 euros o mas) — (45 afios 0 mas y 1600 euros o mas)
6782,07 +4372,66 a 1967,56 = 9187,17.
Por lo tanto, el porcentaje de demandas serd un 49,788 %.

f) ¢(Qué porcentaje de ocupados tiene menos de 30 afios de aquellos que cobran
1200 euros 0 mas?

En primer lugar, hay que saber cuantos ocupados cobran 1200 euros o mas. Su-
mando los valores de la tabla se obtienen 8811,69 miles de personas (recuadro
rojo). De este defecto 821,03 (sombreado amarillo) tienen menos de 30 afios. Por
lo tanto, el porcentaje pedido es el 9,32 %.

SUELDO

EDAD | /0, 6) [6,10) | [10,12) [12,16) [16,21) | [21,30) | [30,40)

[16,25) | 28979 | 490,44 | 249,08 | 12647 | 3803 i L7 i 0

......................................................................................

[2530) | 232,55 | 673,68 | 57185 | 430,16 | 192,86 i 208 : 11,01

--------------------------------------------------------------------------------------

[30,43) | 566,18 | 1777,07 | 167191 | 2190 | 124887} 73677 | 155,06

......................................................................................

[45,55) | 323,65 | 79711 | 88181 | 11237 | 72493 | 44878 | 138,99

--------------------------------------------------------------------------------------

[55,65) | 1852 | 430,59 | 503,77 | 36869 | 3062 | 22513 | 12353
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Ejercicio 5

La siguiente tabla muestra la poblacion en edad de trabajar analfabeta en las co-
munidades Valenciana, Madrid, Andalucia y el Pais Vasco a lo largo de los afios
2000-2010 en miles de personas.

2000 | 2001 | 2002 § 2003 § 2004 § 2005 | 2006 | 2007 § 2008 § 2009 § 2010

Andalucia  |332,28: 280 99 342, 14 307 41, 294 911 247 90 262 251 278 03! 294 341 290 371 279 91

Madrid 73,15 58 88 7406 83,331 71 83 4735 43 35|4034 4668 5698 72,21

........................................................ b m e e e e e dm s

Pais Vasco 1769 1377 1467 1256 1327 9,37 |1134§1250 1366 1423 11,10

................................................ R e e e

C. Valenciana 128,01: 96,83 :110,81:117,30:114,73: 69,46 | 79,91 | 79,01 | 92,45 | £99.06 | | 85,76

Fuente: INE

a) Representa la nube de puntos entre las variables: Poblacion en edad de tra-
bajar en Andalucia y Poblacion en edad de trabajar en la Comunidad de
Madrid. ;Qué observas en cuanto a la existencia o no de la relacion lineal
entre las dos variables?

b) Representa la nube de puntos entre las variables: Poblacion en edad de tra-
bajar en la Comunidad de Madrid y Poblacién en edad de trabajar en el Pais
Vasco. ;Qué observas en cuanto a la existencia o no de la relacion lineal
entre las dos variables?

¢) Calcula el estadistico adecuado para confirmar las suposiciones que has he-
cho en los dos apartados anteriores.

Solucion

a) Representa la nube de puntos entre las variables: Poblacion en edad de tra-
bajar en Andalucia y Poblacion en edad de trabajar en la Comunidad de
Madrid. ;Qué observas en cuanto a la existencia o no de la relacion lineal
entre las dos variables?

Una nube de puntos es un grafico de dos dimensiones en el que se representan los
valores de las dos variables. Cada punto de la nube tiene coordenada x (abscisa u
horizontal) el valor de una de las variables, y coordenada y (vertical u ordenada) el
valor que le corresponde de la otra variable. La forma de este grafico es el primer
paso para saber si dos variables estan correlacionadas.

En nuestro caso podemos representar en el eje de las abscisas la poblacidn activa
y analfabeta en Andalucia, y en el eje de ordenadas las personas analfabetas y ac-
tivas de la Comunidad de Madrid. Asi el grafico queda:
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Nube de puntos

95 4

85 ™

65
55 ® o
45 ® o

35 T r T r )
200 225 250 275 300 325 350

Andalucia

C. Madrid

Con lo que observa visualmente, parece haber una relacion lineal positiva entre
las dos variables.

b) Representa la nube de puntos entre las variables: Poblacion en edad de tra-
bajar en la Comunidad de Madrid y Poblacion en edad de trabajar en el Pais
Vasco. ;Qué observas en cuanto a la existencia o no de la relacion lineal
entre las dos variables?

La estructura sera similar al grafico anterior.

Nube de puntos

95
85 )

75 ° ° o L
65
o9

C. Madrid

55

35
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Pais Vasco

Se observa que también existe una relacion lineal positiva, aunque en este caso no
parece tan claro porque la nube de puntos es mas «ancha». Es decir, parece que
los datos no siguen un linea recta creciente con tanta claridad como en el apartado
anterior.

c¢) Calcula el estadistico adecuado para confirmar las suposiciones que has he-
cho en los dos apartados anteriores.

En los dos apartados anteriores hemos observado a partir del grafico que existe una
relacion lineal positiva entre las dos variables. El estadistico que permite contrastar
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esta hipotesis es la covarianza. Si este estadistico tiene signo positivo entonces
existe relacion lineal entre las dos variables y esta es positiva. Si por el contrario,
tiene signo negativo entonces también existe relacion lineal, pero en este caso es
negativa. Si la covarianza es cero, entonces las dos variables no tienen relacion
lineal.

h k
., . , X; = -X -Y )
La expresion de la covarianza sera: §,, = EE( )(y )n . Sin embargo,
i=1 j=1
para realizar los problemas emplearemos la expresion equivalente:

Asi pues, hay que calcular las covarianzas de ambos pares de variables.

Andalucia y Comunidad de Madrid

Podemos considerar la variable X = activos y analfabetos en Andalucia y por Y =
activos y analfabetos en Madrid.

Como se observa en la formula, en primer lugar hay que calcular para cada varia-
ble sus medias aritméticas. Haciendo estos calculos de la misma manera que en la
unidad 1 se obtienen los valores: X =291,866 y Y = 60,742 .

h k
. X.V.'n..
En segundo lugar debemos calcular los sumatorios S 2 i M

i=1 j=1
serva lo que hace falta es multiplicar cada valor de la variable X por su correspon-

. Como se ob-
n

diente de la variable Y y por su frecuencia conjunta. Luego hay que sumar todos
estos productos y dividirlos entre el nimero total de datos.

Como en nuestro caso la frecuencia conjunta de cada dato bivariante es 1, solo
hay que hacer los productos de cada valor de una variable por su correspondiente
y luego hacer la suma. Asi:

e m g m e
e m g m e
e e m g m e
e m g m e
e e m g m e
e e m g m e
e e m g m e

X,V ;12430628 16544,69 1 25338,80 1 25616,48 ; 21183,39 ; 11738,07; 11368,54 ; 11215,73 ; 13739,79 : 16545,28 : 20212,30;

_______ e e e s e e o e e e e e e e k=
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Asi, sustituyendo la expresion anterior:

iixiyj'n,-j _24306,28 + 16544,69 + 25338,89 + 25616,48 +...+ 16545,28 + 20212,30

o on 11
_ 197809,430 —17982.675
Y por tanto:
SR XYy, oo
Sxy = EE " -X-Y =17982,675-291,866 - 60,742 = 332,954,

Como la covarianza nos queda positiva, también existe relacion lineal positiva. Se
concluye pues que el grafico y el estadistico estan en concordancia.

Pais Vasco y Comunidad de Madrid
Hay que hacer exactamente lo mismo, pero ahora considerando X = activos y anal-

fabetos en el Pais Vasco y para’Y = activos y analfabetos en Madrid. Calculado las
medias para cada variable: X =13,105 y Y =60,742 .

Calculamos ahora

k
XV.'N.. : ..
E il ) y como estd hecho con anterioridad:
. n

h
i=l j=1

X | 1769 | 1377 | 1467 | 1256 | 1327 ¢ 937 i 1134 | 125 | 13,66 | 1423 | 11,1

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Xy, : : : : : : : : : :
! y-/ 1294,024: 810,778 :11086,460:1046,625: 953,184 : 443,670 : 491,589 : 504,250 : 637,649 : 810,825 : 801,53

________________________________________________________________________________________

L ix,yj‘n,-j _1294,024 + 810,778 + 1086,460 + 1046,625+...+ 810,825+ 801,53
o on 11

= 8880,594 =807,236

Y por lo tanto:

XY, = =
Sy = 2, X ==X Y 807,236 - 13,105 - 60,742 = 11,212 .

i=1 j=1 n

Como la covarianza nos queda positiva, también existe relacion lineal positiva. Se
concluye pues que el grafico y el estadistico estan en concordancia.
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Hay que notar, sin embargo, que con la covarianza todavia no podemos saber el
grado de esta relacion lineal entre ambas variables. Hay que calcular otro estadis-
tico para estudiarlo: el coeficiente de correlacion lineal.

Ejercicio 6

Se recolectaron los valores mensuales de los gastos en publicidad de una com-
pania ferroviaria y el nimero de pasajeros a lo largo de 15 meses. Los datos los
muestra la tabla:

Publicidad | o1 o 1 g (17 [ 10| 1s |10 |14 |19 [ 10| 11|13 ] 16|10 12
(en miles )
Pasajeros | 45 | 17113 [ 23 | 16 |21 | 14 |20 |24 |17 | 16 | 18 | 23 | 15 | 16
(en miles)

a) Calcula el gasto medio y el nimero medio de pasajeros.

b) Haz la nube de puntos y calcula la covarianza. ;Es coherente el valor del
estadistico con la nube de puntos?

¢) Si para los 15 meses posteriores se prevé que la inversion en publicidad de
cada mes aumente un 10 % respecto al mismo mes del periodo anterior, y
también se prevé que este hecho provocara un aumento del 8 % en el nimero
de pasajeros cada mes, ;cual sera la covarianza en este segundo periodo?

Solucion
a) Calcula el gasto medio y el nimero medio de pasajeros.
Para calcular el gasto medio y el nimero medio de pasajeros hay que estudiar las

distribuciones marginales de las dos variables. Si llamamos X = Gastos en publici-
dad y Y = Numero de pasajeros, entonces las distribuciones marginales son:

ni Y ni iDel mismo modo que en la uni-
--------- . R . .
8 1 13 . 1 :dad 1 se calculan las medias arit-
10 5 14 1‘. méticas, que en este caso son:
e S S : S H
11 1 15 2 . _
T?_ 16 3E X=12,467y Y =17,867.
[ N B v RS H
13 1 17 : 2 |
—_— - - - 4 —_— - - 4
14 1 18 2 B
—_— - - - 4 e 4
15 1 20 1
—_— - - - 4 e 4
16 1 21 1
17 1 23 2
e L e 4
19 1 24 1
n.j 15 nj 15
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b) Haz la nube de puntos y calcula la covarianza. (Es coherente el valor del
estadistico con la nube de puntos?

NUBE DE PUNTOS

22 -
21 4 °
20 - o

19 4
18 - ®
17 A
16
15
14 A
13 - °
12 A
11 4
10 . . . . . . . . . . .

6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16 17
Publicidad

Pasajeros
(X X N
e

Para determinar la covarianza hay que hacer lo mismo que en el ejercicio 5. Como
las medias las hemos calculado ya en el apartado anterior, ahora es necesario en-
contrar otros elementos componentes de la expresion de la covarianza. Asi:

X 10 ¢ 12 ¢ 8517510515510514@195105115135165105125
Y 1517 + 13 + 23 16 21 ' 14 120 24 ¢+ 17 + 16 : 18 : 23 : 15 : 16
X; 'y, 150 i 204§ 104 {391 160 | 315 | 140 280 : 456 170 | 176 : 234 | 368 | 150 | 192 :

h k .
sziyj ny 150 +204 +....... +150+192 — 233, por lo tanto la covarianza es:

S =§i—x’y’.n”-?_f-l7—233 12.467- 17.867 = 10,252
XY - - ) ) - - .

Como se comprueba, la nube de puntos concuerda con el valor de la varianza.

¢) Si para los 15 meses posteriores se prevé que la inversion en publicidad de
cada mes aumente un 10 % respecto al mismo mes del periodo anterior, y
también se prevé que este hecho provocara un aumento del 8 % en el nimero
de pasajeros cada mes, ;cual sera la covarianza en este segundo periodo?

Se nos pide el valor de la covarianza de las variables Gasto en publicidad y Nu-
mero de pasajeros en este segundo periodo; en el que los gastos han aumentado
un 10 % y el namero de pasajeros un 8 %. Definimos pues estas dos nuevas
variables: X’ = Gastos en el segundo periodo y Y’ = Numero de pasajeros en el
segundo periodo.

Asi, segun el enunciado X’ = 1,1 - Xy Y’ = 1,08 - Y. Para calcular la covarianza
entre X’y Y’ tinicamente hay que aplicar las propiedades.?

Entonces: Sy, =1,1-1,08 S,, =1,1-1,08 - 10,252 =12,179.

8. Si todos los valores de una variable X se multiplican por una constante a y todos los valores de la variable Y por una cons-
tante b, la covarianza queda multiplicada por el producto de las constantes. Es decir: =a - b Jyy
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Ejercicio 7

Una empresa ha realizado dos tests psicotécnicos a los 9 trabajadores de un depar-
tamento como parte del proceso de seleccion del nuevo director del departamento.
La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos por los aspirantes:

TEST 1 5 7 6 9 3 1 2 4 6

TEST 2 6 5 8 6 4 2 1 3 7

a) Calcula la covarianza. ;Existe algin tipo de relacion lineal entre las dos
variables?

b) Ha habido un error en una pregunta de cada test y el tribunal decide aumentar
un 5 % la puntuacién de cada participante. Calcula nuevamente la covarianza.

Solucion

a) Calcula la covarianza. ;Existe algin tipo de relacion lineal entre las dos
variables?

Del mismo modo que en los problemas anteriores, hay que encontrar cada uno de
los componentes. Llamamos X = Notas del Test 1 y para Y = Notas del Test 2 y

obtenemos las medias de cada variable: X =4,778 y Y = 4,667.

h k
X.V.°n..
Buscamos ahora EEM . Para hacerlo, hay que calcular los productos co-
. i1 g1 N
rrespondientes y hacer la suma.

X | 5 i 7 1 6 1 9 i3 i 1 i 2 i 4

------------------------------------------------------------------------------

Y | 6 ¢ 5 : 8 : 6 i 4 i 2 i+ 1 i3

______________________________________________________________________

X'V 3053554855451252E2El2i42§

h k .
sziyj my 30+35+48+....+2+12+42 _26 y consecuentemente la cova-

h
rianza es: Syy = E
i=1

4

: XY, 5 oo
E . -XY =26-4,778 4,667 = 3,701
j=1

b) Ha habido un error en una pregunta de cada test y el tribunal decide aumentar
un 5 % la puntuacién de cada participante. Calcula nuevamente la covarianza.
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De la misma manera que en el apartado c) del ejercicio 6, hay que definir unas nue-
vas variables y aplicar la misma propiedad. Definimos pues estas dos nuevas varia-
bles: X’ = Nota del test 1 tras el aumento y Y’ = Nota del test 2 después del aumento.

Segun el enunciado X’ =1,05 - Xy Y’ = 1,058 - Y. Para calcular la covarianza entre
X’y Y’ tnicamente hay que aplicar las propiedades.

Entonces: S,.,. =1,1-1,08S,, =1,1-1,08 - 3,701 = 4,397.

Ejercicio 8

Dadas las siguientes nubes de puntos, contesta:

™
™ ™
& & L
s @ [
™ *w
e o 'S .
e = ® »
-
* A B P e [
L L
® L F
™
E .
™ ™ .
& L *» & B
» &
e o s ™ .
D . s = .
a @& B
» ®* 9

a) Asocia cada nube de puntos con el valor del coeficiente de correlacion que le
corresponde entre estos: —0,9; 0,4; 0,95: -0,65; 0,1; 0,6. Razona la respuesta.

b) Indica para cada nube de puntos el signo de la covarianza y di cual es su
significado.

Solucion

a) Asocia cada nube de puntos con el valor del coeficiente de correlacion que le
corresponde entre estos: —0,9; 0,4; 0,95: —-0,65; 0,1; 0,6. Razona la respuesta.

Como ya se ha comentado en los problemas anteriores de esta unidad, la covarian-
za permite discernir si dos variables X y Y tienen una relacion positiva, negativa o
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cero, pero no aporta informacion del grado de dependencia de una variable respec-
to a la otra. Ademas, la covarianza depende de las unidades de medida empleadas
para X y Y. Si por ejemplo X se mide en m* y Y en mm’, cada desviacion de X
aumenta S,, 10°veces. Para hacer frente a estas dos dificultades se define el con-
cepto de correlacion lineal ry, :

= siendo S, y S, las desviaciones tipicas de X y Y.
SySy

Es evidente que por definicion el coeficiente de correlacion lineal informa de las
mismas cosas que lo hace la covarianza. Ademas, cumple una propiedad muy im-
portante, esta acotado por 1 y por —1. Asi pues, se caracteriza por:

» Ser adimensional y siempre estar entre —1 y 1.

* Si hay relacion lineal fuerte positiva, r,, >0y esta cerca de 1.

+ Si hay relacion lineal negativa fuerte, r,, <0y esta cerca de —1.
* Sino hay relacion lineal r,, serd 0.

Asi pues, el coeficiente de correlacion sera tan proximo a 1 o —1 cuanto la nube de
puntos sea mas «estrecha». Asi pues, a nubes de puntos estrechos le corresponden
valores de r,, ry, cercanos a 1 o —1, y por lo tanto los datos se ajustaran bien a una
linea recta. Por el contrario, valores ry, proximos al 0, implica que la nube de puntos
es mas ancha y, en consecuencia, los datos no se ajustaron bien a una linea recta.

En nuestro ejercicio hay que asociar cada nube de puntos con el coeficiente de
correlacion adecuada. Teniendo en cuenta lo que acabamos de comentar, las aso-
ciaciones seran:

ror 085 o ol rer <18
v ° 1 ®
e e e
e 0 °
° e
e o ® .
e o ° °
®
* A B ™ e C
° El
rxr =49 ror =69 rr =l
e ° L F
°
E °
a . °
a ° ° ® ®
» L ]
o ° o ° o °
D ° ° e o °
¢ El e
® L J )

b) Indica para cada nube de puntos el signo de la covarianza y di cudl es su
significado.
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Teniendo presente lo que hemos dicho en el apartado a), el signo del coeficiente
de correlacion es el mismo que el de la covarianza. Por lo tanto, las nubes de los
graficos A, B, C y D tendran una covarianza positiva (relacion lineal positiva) y
las nubes E y F tendran una covarianza negativa (relacion lineal negativa). Hay
que notar que el grafico F tiene una correlacion de 0,1. Es decir, a pesar de tener
signo positivo la relacion lineal de ambas variables es muy débil para ser r,, muy
cerca de 0.

Ejercicio 9

La siguiente tabla muestra el gasto total promedio, el gasto medio en alimentos y
bebidas no alcohodlicas y el gasto en vivienda, agua electricidad, gas y otros com-
bustibles en euros, por nimero de personas que forman la unidad familiar en el afio
2009,° segtin datos del INE.

Numero de miembros

de la familia ! 2 3 4 5 6 0 mds

Gastos medios totales 18355,25 27755,08 33414,09 38576,14 40699,09 41562,31

Gastos en vivienda,
agua, electriciad, gas  7493,88  8990,72  9205,13 9645,19 10114,49 9272,18
y otros combustibles

a) (Existe una fuerte relacion lineal entre el nimero de miembros que viven en
un hogar y el gasto medio total? Razona la respuesta.

b) (Y entre el nimero de miembros que viven en un hogar y el gasto en vivien-
da, agua, electricidad, gas y otros combustibles? Razona la respuesta.

Solucion

a) (Existe una fuerte relacion lineal entre el nimero de miembros que viven en
un hogar y el gasto medio total? Razona la respuesta.

Ya hemos comentado en el apartado a) del ejercicio 8 que para conocer el grado
de relacion lineal entre dos variables hay que calcular el coeficiente de correlacion.

SXY

La expresion es ry, = . Por lo tanto, tenemos que encontrar la covarianza y

x Oy
las desviaciones tipicas de cada variable.

Llamamos X = Numero de miembros del hogar y Y = Gasto medio total y hacemos
los calculos necesarios. Las medias y las desviaciones tipicas las calcularemos tal
como haciamos en la unidad 1. Asi: X =3,667, S, =19721 Y =33393,6; S, =
8214,845.

9. Para realizar el ejercicio, considera 7 miembros en el intervalo 6 o mas.
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Tenemos ii

i=1 j=1

'xiy]

n

‘n

i

pondientes y hacer la suma.

/. Para hacerlo es necesario calcular los productos corres-

X 1 2 3 4 5 7
Y 18355,25 27755,08 33414,09 38576,14 40699,09 41562,31
X;'y; 1835525 1 55510,16  100242,27 . 154304,56 ; 20349545 ; 290936,17 |
Y por lo tanto:
h k
xy;n; 18355,25+55510,16 +.....+ 203495,45 + 290936,17
PP ~137140,643

n

6

y consecuentemente la covarianza es:

Asi pues, 1y, =

-X-Y = 137140,643 -3,667- 33363,93 =14795,112.

ixiyj'nij
i1 1 N
Sw _ 14795112
S¢Sy, 1,972 -8214,845

= 0,913, lo que significa que la relacion

lineal entre las variables Gasto medio total y Miembros que forman un hogar es lo
suficientemente fuerte, cuestion perfectamente l6gica para otra parte.

b) (Y entre el nimero de miembros que viven en un hogar y el gasto en vivien-

da, agua, electricidad, gas y otros combustibles? Razona la respuesta.

En este apartado hay que hacer exactamente lo mismo que en el anterior. Llama-
mos X = Numero de miembros del hogar y Y = Gasto en vivienda, agua, electrici-
dad, gas y otros combustibles y hacemos los calculos necesarios. X' = 3,667; S, =
1,972y Y =9120,265; S, = 812,016.

h k
X.y.°n..
Tenemos ahoraEEM. Para hacerlo, calculamos los productos correspon-
p y n
. i=l j=I1
dientes y la suma.
X 1 2 3 4 5 7
Y 7493,88 8990,72 9205,13 9645,19 10114,49 9272,18
1 1 1 1 1 1
X' Vi 7493,88 1 1798144 | 2761539 | 38580,76 | 50572,45 | 6490526
1 1 1 1 1 1
Y por lo tanto:
h k
Xy 'n;  7493,88+17981,44 +.....+ 64905,26
PP ~34524,8633

6
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Y la covarianza sera:

Y = =
Sy = Y WX Y = 34524863 3,667 9120,265 =1080,851.

Sy 1080,851
S-S, 1,972-812,016
lacion lineal entre las variables Gasto en vivienda, agua, electricidad, gas y otros
combustibles y Miembros que forman un hogar es bastante débil.

De modo que, ry, = = 0,675, lo que significa que la re-

Ejercicio 10

El director de Recursos Humanos de una empresa ha realizado dos tests psicotéc-
nicos para seleccionar a las personas que deben trabajar en el Departamento de
Marketing. Se han presentado 9 personas y los resultados obtenidos en cada uno
de los tests han sido los siguientes:

TEST 1 175 181 192 211 235 255 275 286 292
TEST 2 169 185 202 219 240 266 295 329 357

Teniendo en cuenta los resultados de los tests, ;crees que el director podria haber
eliminado uno de los dos tests para decidir los candidatos? Razona la respuesta.

Solucion

El director podria haber eliminado una de las dos pruebas siempre y cuando las
dos discriminen a las mismas personas. Es decir, si existe una relacion casi fun-
cional entre las dos variables. Asi pues, para contestar a la pregunta habra que
calcular el coeficiente de correlacion lineal y, si este es cercano a 1 o —1, entonces
la relacion lineal entre las dos variables sera fuerte y, por tanto, un test no aportara
informacion adicional y se podria eliminar.

Calculamos, pues, ry, siendo X =notas test 1 y Y = notas test 2.

Hacemos los céalculos necesarios:

X =233,556; 5, = 43,169y Y =251,333; S, = 61,560.

h k
X.V.°n..
Buscamos EEM . Para hacerlo hay que calcular los productos correspon-
i=1 j=1 n
dientes y hacer la suma.
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Y por lo tanto,
h

k . ) .
sziyj n; _175-169+....+292 - 357 551746 _ 61305,111
=] n

i=1 j
y consiguientemente la covarianza es:

Y = =
Sy = % 2= X ¥ = 61305, 111 233,556 - 251,333 = 2604,781.

i=1 j=1

Sy __ 2604781 oo

De ahi que, r,, = =
A Ty S.*S, 43,169 61,560

Como el coeficiente ry, es tan cercano a 1, las dos pruebas permiten escoger a las
mismas personas, y por tanto una de las dos podria eliminarse.

Ejercicio 11

En una muestra de 150 empresas del sector de servicios se recogen datos sobre el
numero de trabajadores de la empresa (X) y la facturacion (Y) anual en millones
de euros. Los resultados se muestran resumidos en los siguientes estadisticos:

X=14 trabajadores, Y = 100 millones, S, =2 trabajadores; S, = 25 millones,

S, = 45 trabajadores x millon

a) Calcula la correlacion lineal e interprétalo.

b) Calcula el modelo de regresion lineal que mejor aproxima la facturacion en
funcion del nimero de trabajadores.

¢) En funcion de este ajuste calcula de forma aproximada la cantidad que se
espera que facture una empresa con 15 trabajadores. (Es fiable esta predic-
cion? Razona la respuesta.

d) Calcula el modelo de regresion lineal que mejor aproxima el nimero de tra-
bajadores en funcion de la facturacion.

e) En funcion de este ajuste calcula de forma aproximada el nimero de traba-
jadores que se espera que tenga una empresa que facture 105 millones. (Es
fiable esta prediccion? Razona la respuesta.

Solucion
a) Calcula la correlacion lineal e interprétala.

En este caso hay que unicamente sustituir en la expresion del coeficiente de corre-

lacion:
_ Sw o
WS 252
X Y
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Como estd bastante cerca de 1, podemos decir que la relacion lineal es bastante
fuerte.

b) Calcula el modelo de regresion lineal que mejor aproxima la facturacion en
funcién del namero de trabajadores

La recta de regresion de una variable Y, llamada explicada o dependiente, respecto
a otra X, llamada explicativa o independiente, es la funcion lineal Y = aX + b que
mejor se ajusta a los datos empleando el criterio de los minimos cuadrados. Es de-
cir, por un lado cada valor r,, como est4 bastante cerca de 1, podemos decir que
la relacion lineal es bastante fuerte. y; de la distribucion de datos tiene su corres-
pondiente valor x; por la distribucién de datos. Pero ademas, para todo valor de x,
también se puede calcular su valor por la recta: y, = ax; +b . Pues bien, el método
de los minimos cuadrados permite obtener los valores de la ecuacion de larecta a y
b que minimizan la suma de los cuadrados de las distancias entre y; i y,.

Los valores de a y de b que se obtienen por el método de los minimos cuadrados
dependen obviamente de los datos. Asi, los valores son:

N
Il
<
|
o
= N‘§
=
«
S
Il
o
= oS

Y, por tanto, la recta de regresion de Y sobre X es:

X X

Y=(y—%-)?)+%-X

Recolocando los términos, tenemos:

Y—I_/=S—X2Y-(X—§).
Sx

Si se hubiera tomado Y como variable independiente o explicativa, y X como
dependiente o explicada, la recta de regresion que se necesita es la que minimiza
errores de la X. Se llama recta de regresion de X sobre Y y se calcula facilmente
permutando los puestos de x € y, obteniéndose:

—_ S —_
X-X="X.(y-Y).

Y

En este caso pide la recta que cuenta la facturacion en funcion del numero de tra-
bajadores. Por lo tanto, nos pide la recta Y sobre X. Para calcularla, tan solo hay
que hacer las sustituciones correspondientes, ya que el ejercicio nos da todos los
estadisticos necesarios.
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Sustituyendo:

y- Y= %-(x -X)- y—-100 = 4?5-(x —14) = aislando la variable y mediante ma-

teméticasxelementales, obtenemos: Y = 11,25 X - 57.5.

Es decir:
La facturacion = 11,25 - Numero de trabajadores — 57,5.

a) En funcion de este ajuste calcula de forma aproximada la cantidad que se
espera que facture una empresa con 15 trabajadores. (Es fiable esta predic-
cion? Razona la respuesta.

Para hacer la prediccion unicamente hay que sustituir X por 15, ya que de esta
manera obtendremos la estimacion de la facturacion para una empresa que tuviera
15 trabajadores. Asi pues:

La facturacion = 11,25 - 15 - 57,5 = 111,25 millones.

Para calcular la fiablilidad hay que emplear el coeficiente de determinacion lineal
(R?), el cual se puede definir como el porcentaje de varianza de Y que se puede
explicar por X, y se le suele llamar calidad o bondad del ajuste porque valora la
proximidad de la nube de puntos en la recta de regresion (o dicho con otras pa-
labras, como estd de ajustada la nube de puntos en la recta de regresion). En las
regresiones lineales, este coeficiente tiene una expresion extremadamente simple,
ya que coincide con el cuadrado del coeficiente de correlacion lineal: ry, > = R2.

Asi, en nuestro caso el coeficiente de determinacion serd R*= r,, 2=0,9>=0,81y,
por tanto, la fiabilidad es bastante elevada.

b) Calcula el modelo de regresion lineal que mejor aproxima el nimero de tra-
bajadores en funcion de la facturacion.

En este caso se pide la recta que concreta el nimero de trabajadores en funcion de
la facturacion. Por lo tanto, nos pide la recta X sobre Y. Para calcularla, tan solo
hay que hacer las sustituciones correspondientes, ya que el ejercicio nos da todos
los estadisticos necesarios.

Sustituyendo:

X-X= Sﬁ-(y_?) > X-14= %-(Y—IOO - aislando la variable y mediante

2
Y

matematicas elementales, obtenemos: X =0,072Y + 6,8.

Es decir,
Numero de trabajadores = 0,072 - la facturacion + 6,8.
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¢) En funcion de este ajuste calcula de forma aproximada el nlimero de traba-
jadores que se espera que tenga una empresa que facture 105 millones. (Es
fiable esta prediccion? Razona la respuesta.

Para hacer la prediccion tnicamente hay que sustituir Y por 105, ya que de esta
manera obtendremos la estimacion del numero de trabajadores para una empresa
que tuviera 105 millones de facturacion. Asi pues:

Numero de trabajadores = 0,072 - 105 + 6,8 = 14,36

El coeficiente de determinacion es R*=r,, * = 0,9 = 0,81 y, por tanto, la fiabilidad
es bastante elevada.

Ejercicio 12

Las dos tablas siguientes muestran el grado medio de satisfaccion de los ocupados
segun el trabajo que realizan por edad y por el nivel de estudios en 2010. Los datos
han sido extraidos del Ministerio de Trabajo e Inmigracion.

NIVEL ) ,
ESTUDIOS GRADO DE SATISFACCION EDAD | GRADO DE SATISFACCION
! 7,05 [16,25) 733
2 7,09 [25,30) 7,39
3 7.21 [30,45) 737
4 7.23 [45,55) 7,30
> 7,50 [55,65)"° 7.43
6 7,55

Hay que decir que la variable Nivel de estudios ha sido convertida a numérica
discreta para ser graduable. Asi la equivalencia es: / = menos que Primarios; 2 =
Primarios; 3 = Secundarios; 4 = Bachillerato; 5 = Formacion Profesional y 6 =
Universitarios. Esta conversion se ha hecho a efectos didacticos.

a) Calcula el coeficiente de relacion lineal de ambas parejas de variables. ;En
cudl de las dos convendria calcular la recta de regresion?

b) Calcula la recta de regresion del grado de satisfaccion en funcion del nivel
de estudios.

Solucion

a) Calcula el coeficiente de relacion lineal de ambas parejas de variables. ;En
cudl de las dos convendria calcular la recta de regresion?

10. En la tabla original el ultimo intervalo es 55 aflos o mas. Se ha cerrado el intervalo para poder hacer el ejercicio.
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Edad y grado de satisfaccion

Para calcular el coeficiente de correlacion hay que hacer lo mismo que en los ejer-
cicios anteriores. Sin embargo, la variable Edad esta agrupada y, por tanto, hay que
obtener previamente las marcas de clase.

Llamamos X = Edad y Y = Grado de satisfaccion y calculamos los estadisticos
necesarios para obtener 7y, .

Asi, la tabla de la variable X en la que aparecen los intervalos y las clases, y donde
se muestran también los productos de los valores de cada variable, asi como el
sumatorio es:

X C; ‘ Y ‘ Xy
[16,25) 205 733 1 150,265
25300 | 275 ¢ 739 | 203225 |
T 3045 | 375 737 1 276375 |
4555 | 50 ¢ 73 i 365 |
5565 | 6 o """ 743 | 4458 |

S 1440,665

De la tabla podemos obtener los estadisticos que se necesitan:

X=391S,=14,413 1Y =7,364S, = 0,045

Tenemos EEM Para hacerlo hay que calcular los productos correspon-

dientes y hacer la suma.

Porlo tanto:
E xy] iy 20,5-7,33+...+60 - 7,43 1440,665

= 288,133

i=l j=1

y consiguientemente la covarianza es:

Xy i‘
Sy EE L _X Y =288,133 - 39,1 - 7,364 = 0,2006.

=1 j=I

Sy _ 02006
S-S, 14,413-0,045

De modo que r,, = =0,309

Como el coeficient r,, es tan cercano a 0, la relacion lineal entre las dos variables
es debil.
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Nivel de estudios y grado de satisfaccion

Llamamos X = Nivel de estudios y Y = Grado de satisfaccion y calculamos los
estadisticos necesarios para obtener ry,

X =358, =1708 y Y =72725, =0,190

h k
X.V.°Nn. .
Tenemos EE i Para hacerlo hay que calcular los productos correspon-
~ £ n
i=1 j=1

dientes y hacer la suma.

Y por lo tanto,
iix,y,»'n,-, _1:7,05+....46-7,55 154,58

=25,763

S =§§xiy"'n""—?7'l7—25763 3.5-7.272=0311
XY - 5 - 9 ) - s .

Sy _ 0311

Por consiguiente, ry, = -
S-S, 1,708 -0,190

b

Como el coeficiente ry, estan cercano a 1, larelacion lineal entre las dos variables
es fuerte y tiene perfecto sentido calcular la recta de regresion.

b) Calcula la recta de regresion del grado de satisfaccion en funcion del nivel
de estudios.

Manteniendo la notacion del apartado anterior, X = Nivel de estudios y Y = Grado
de satisfaccion, el ejercicio pide la recta de regresion de Y sobre X. Hay que sus-
tituir los estadisticos calculados en el apartado anterior a la ecuacion de la recta:

= S = 0,311
-Y="2.(x-X)2>y-7,271==

Y Sy x=X)=y 2,917

diante matematicas elementales, obtenemos: Y= 0,107 X + 6,898.

‘(x-3,5) — aislando la variable y me-

Es decir,

La satisfacion media en el trabajo = 0,107 - Nivel de estudios + 6,898.
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Ejercicio 13

El grado medio de satisfaccion medio de los ocupados segln el trabajo que reali-
zan por nivel de ingresos y por sexo en el afio 2010 se muestra en la tabla siguien-
te. Los datos han sido extraidos del Ministerio de Trabajo e Inmigracion.

NIVEL GRADO GRADO
DE INGRESOS | PESATISEACCION | DE SATISFACCION
HOMBRES MUJERES
0,600) 6,19 7,253
[600,1000) 6,83 | ) 7,234
[1000,1200) 728 | 7339
[1200,1600) 739 ] 7,61
[1600,2100) 7,60 1768
[2100,3000) 7,82 7,682
[3000,4000)"° 7,925 ) 7,499

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal entre las variables Nivel de in-
gresos y Grado de satisfaccion en los hombres, y entre las variables Nivel
de ingresos y Grado de satisfaccion en las mujeres. ;Qué conclusiones se
pueden obtener?

b) Calcula la recta de regresion que explique el grado de satisfaccion medio en
el trabajo de los hombres en funcion del nivel de ingresos.

Solucion

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal entre las variables Nivel de in-
gresos y Grado de satisfaccion en los hombres, y entre las variables Nivel
de ingresos y Grado de satisfaccion en las mujeres. ;Qué conclusiones se
pueden obtener?

Si llamamos por X = Nivel de ingresos, Y = Grado de satisfaccion medio en los
hombres y Z = Grado de satisfaccion medio en las mujeres, se nos pide 7y, y 7y, .
Para calcularlos hay que hacer lo mismo que en el ejercicio anterior, ya que la
variable X esta agrupada en intervalos, siendo necesario obtener las marcas de
clase. Asi:

11. En la tabla original el Gltimo intervalo es 3000 o mas edad. Se ha cerrado el intervalo para poder hacer el ejercicio.
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X ¢, Y z

[0,600) 300 619 | 70253
[600,1000) 800 6837234
[1000,1200) 1100 7287339
[1200,1600) 1400 739 ------ 761
[1600,2100) 1850 | 767768
[2100,3000) 2550 7827682
[3000,4000) 3000 79257499

Nivel de ingresos y grado de satisfacion en los hombres

De la tabla podemos obtener los estadisticos que se necesitan:

X =1571,429 S, =889,565 y ¥ = 7,291S, =0,562

h k .
Ahora buscamos EEM . Para hacerlo hay que calcular los productos co-

il o1 N

rrespondientes y hacer la suma.

Y por lo tanto,

h k . . .

sziyj 7 _300-6,19+....+3000 - 7,925 83451 _ 11921,571
n

i=1 j=1
y consiguientemente la covarianza es:

SNV = =
Sxr =EE#—X'Y =11921,571 — 1571,429 - 7,291 = 464,283.

i=l j=1

. Syy 464,283
Asique ry, = = =
S¢S, 889,565 0,562

b

Como el coeficiente 7, estan cercano a 1, larelacion lineal entre las dos variables
es fuerte.
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Nivel de ingresos y grado de satisfacion en las mujeres

En este caso los valores de los estadisticos son: X = 1571,429; S, = 889,565

=11878,129

Z=17484;5=0,197y

L

h k
E x,-yj'nij _83146,9
=1 j=1 n
y consiguientemente la covarianza es:
h k
Xy

J}'llu _ =
#—X Y =11878,129 — 1571,429 - 7,484 = 117,554.

SXY =
i=l j=1

Sy _ 117554
S-S, 889,565 0,197

Y por lo tanto, r,, = 0,67.

Como el coeficiente r,, es menor que el anterior, se puede decir que el grado de
satisfaccion medio en el trabajo estd mas relacionado con el sueldo para los hom-
bres que para las mujeres.

b) Calcula la recta de regresion que explique el grado de satisfaccion medio en
el trabajo de los hombres en funcion del nivel de ingresos.

Manteniendo la notacion del apartado anterior, X = Nivel de ingresos; Y = Grado
de satisfaccion medio en los hombres, el ejercicio pide la recta de regresion de Y
sobre X. Hay que sustituir los estadisticos calculados en el apartado anterior en la
ecuacion de la recta:

y-17=S_’;Y-(x—X)—>y-7,291= 464,283 -(x=1571,429) - aislando la va-

Sy 791325,889
riable y mediante matematicas elementales, obtenemos: Y = 0,000587 X + 6,369.

Es decir:

La satisfacion media en el trabajo = 0,000587 - nivel de ingresos + 6,369.

Ejercicio 14

El nlimero total de expedientes de regulacion del trabajo a lo largo de los afios
2001-2010, segtin los datos han sido extraidos del Ministerio de Trabajo e Inmi-
gracion, son las que se muestran en la tabla.

_____________ : 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Alicante | 139 | 169 | 224 | 268 | 292 | 180 | 164 | 393 | 939 | 679
Castellon | 49 59 55 76 88 59 58 291 | 939 | 777
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a) (Existe algun tipo de relacion lineal entre las variables? ;Es fuerte esta rela-
cion? Razona las respuestas.

b) Calcula la recta de regresion lineal que relaciona el nimero de expedientes
totales en Castellon en funcidn de los de Alicante.

Solucion

a) (Existe algun tipo de relacion lineal entre las variables? ;Es fuerte esta rela-
cion? Razona las respuestas.

Llamamos X = El ntimero total de expedientes de regulacion en Castellon Y = El
numero total de expedientes de regulacion en Alicante. Para saber si existe algiin
tipo de relacion lineal entre las variables hay que estudiar la covarianza, y para
saber el grado de esta relacion lineal, el coeficiente de correlacion.

Calculamos, pues, los estadisticos necesarios a partir de la tabla y de la misma
manera que haciamos en la Unidad 1.

X =344,7 S, =249,694, Y = 245,15, =316,02 y

ok .
Yy ity 101890 _ 161896,
, n 10

h ok ‘xiy‘.ni‘ —_ =
S =D DL XY = 161896,5 — 34,7 - 245,1 = 77410,53.

Sy _ 77410,53

Y por lo tanto, r,, = =
S-S, 249,694 - 316,02

3

Como el coeficiente r,, es muy cercano a 1, existe una correlacion lineal muy
fuerte entre ambas variables, aunque, como se puede observar, las dos distribu-
ciones marginales tienen mucha dispersion. Es decir, a pesar de que en las dos
variables las medias no sean representativas de los datos (valores muy altos de
la desviacion tipica) los datos en conjunto si que se «amontonany» alrededor de
una recta. Este hecho se puede observar en el grafico de dispersion que aparece a
continuacion:
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b) Calcula la recta de regresion lineal que relaciona el nlimero de expedientes
totales en Castellon en funcion de los de Alicante.

Manteniendo la notacion del apartado anterior, de Y sobre X. Hay que sustituir los
estadisticos calculados en el apartado anterior a la ecuacion de la recta:

yoY = %Y-(x-;?) S yo2451= 14033 | 549.694) = aislando Ia varia-

. 99868,6404
ble y mediante matematicas elementales, obtenemos: Y = 0,775 X + 154,713.

Es decir:

expedientes de Alicante = 0,775 - expedientes de Castellon + 154,713.

Ejercicio 15

La siguiente tabla muestra el nimero total de hipotecas firmadas, asi como la tasa
de paro en Espafia en el periodo 2004-2010, segun datos extraidos del INE.

Hipotecas Tasa de paro
2004 | le0s497 | 81
2005 | 1798630 | 92
2006 | 1896515 | 83
2007 | 1780627 | 86
2008 | 1283374 | 139
2009 | 1082587 | 1883
2010 | 961601 | 2005
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a) (Existe algun tipo de relacion lineal entre las variables? ;Es fuerte esta rela-
cion? Razona las respuestas.

b) Calcula la recta de regresion lineal que relaciona el numero de hipotecas
firmadas en funcion de la tasa de desempleo.

Solucion

a) (Existe algun tipo de relacion lineal entre las variables? ;Es fuerte esta rela-
cion? Razona las respuestas.

Llamamos Y = Numero de hipotecas X = Tasa de paro. Para saber si existe algun
tipo de relacion lineal entre las variables hay que estudiar la covarianza, y para

saber el grado de esta relacion lineal, el coeficiente de correlacion.

Calculamos, pues, los estadisticos necesarios a partir de la tabla y de la misma
manera que haciamos en la Unidad 1.

X =12,426; S, = 4,812, Y =1487404,429; S, =347819,845 y

h k .
E xiyj nij _ 1 18134;800,26 — 16876400,037
wi n

=1 j=1

Y consecuentemente, la covarianza es:

R XY, T oo
Syy = EE L -X-Y =16876400,037-12,426-1487404,429=-1606087,405.

Sy -1606087,405

S-S, 4.812-347819,845

Y por lo tanto, r,, =

2

Entre estas dos variables existe una relacion lineal negativa, ya que la covarianza
es menor que cero. Ademas, como el coeficiente de correlacion estd muy cerca de
—1, la relacion lineal es fuerte.

b) Calcula la recta de regresion lineal que relaciona el nimero de hipotecas
firmadas en funcion de la tasa de desempleo.

Manteniendo la notacion del apartado anterior, de Y sobre X. Hay que sustituir los
estadisticos calculados en el apartado anterior a la ecuacion de la recta:

YT =3 X) > y-1487404,429 = 1000087405,
Sx 23,155

do la variable y mediante matematicas elementales, obtenemos:

‘(x-12,426) — aislan-

Y=-69362,445 X + 2349302,166, que es la ecuacion de la recta que se pide.
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Ejercicio 16

La siguiente tabla muestra el niimero de horas extraordinarias totales en miles
(remuneradas y no remuneradas) realizadas en el conjunto de Espafia, asi como
las tasas de paro desde el primer trimestre de 2008 hasta el ultimo trimeste del afio
2010. Los datos han sido extraidos del INE.

Trimestres Numero total de Tasa de

horas extra paro

2010TIV 55749 | 2033
ot0mmr | 0589 | 1979
2om0tn | 60027 | 2000
Coaomom | 61541 | 2005
a0emv | 64932 | 1883
2000t | 6069 | 1793
Coae0etn | 00 | 1792
aoesmv | 83984 | 1391
2008t | 88132 | 1133
o0t | 07944 | 1044
CesTr | 100581 | 963

a) Halla, en su caso, la recta de regresion que explica el numero de horas extras
en funcion de la tasa de desempleo.

b) En el primer trimestre de 2009 la tasa de paro era del 17,36 %. Da una esti-
macion del nimero de horas extras en este trimestre, asi como una medida
de su fiabilidad.

Solucion

a) Halla, en su caso, la recta de regresion que explica el nimero de horas extras
en funcion de la tasa de desempleo.

Llamamos X = Tasa de paro y Y = Numero de horas extras. El ejercicio pide que
calculemos la recta de Y sobre X cuando sea pertinente, es decir, cuando las dos
variables estén fuertemente correlada. Por tanto, lo que hay que hacer primero es
calcular el coeficiente de correlacion entre las dos variables para decidir si es o no
pertinente calcular la recta.
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Para hallar el coeficiente de correlacion hay que calcular algunos estadisticos, tan-
to de las distribuciones marginales como de la conjunta. asi:

X =16,386; 5, =4,019; ¥ = 7223,536; S, = 1664,837 y

XY _ 1230502,401 _
n 11

111863,855

~.
Il =
L

y consiguientemente la covarianza es:

QXY = =
Sy = PO X Y = 111863,855 — 16,386 - 7223,563 =—6501,448.
j=1

Sy __ 6501448 o,
Sy'S, 4,019-1664,837

Como el coeficiente de correlacion esta muy cerca de —1, la relacion lineal es fuer-
te y tiene sentido calcular la recta de regresion Y sobre X.

Y por lo tanto, r,, =

Calculamos:

YT =3 (- X) > y-7223,536 = 0201448
Sx 16,152

riable y mediante matematicas elementales, obtenemos:

‘(x-16,386) — aislando la va-

Y =-402,516 X + 13819,163, que es la ecuacion de la recta de regresion.

b) En el primer trimestre de 2009 la tasa de paro era del 17,36 %. Da una esti-

macion del nimero de horas extras en este trimestre, asi como una medida
de su fiabilidad.

Para calcular la estimacion debemos sustituir la ecuacion de la recta de regresion.
Sustituyendo X por 17,36 obtenemos:

Y =-402,516 17,36 + 13819,163 = 6831,485.

Para conocer la fiabilidad de esta prediccion es preciso determinar el coeficiente
de determinacion'? R?, el cual es, en las regresiones lineales, el cuadrado del coefi-
ciente de regresion. Por lo tanto, su valor es R>=0,972% = 0,945, y la estimacion
es fiable.

12. Revisar el ejercicio 11.
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Ejercicio 17

El numero total de expedientes de regulacion del trabajo a lo largo de los afios
2001-2010 en Cataluna y la Comunidad Valenciana, extraidos del Ministerio de
Trabajo e Inmigracion son las que se muestran en la tabla, a excepcion de los datos
del anio 2005 que se han omitido.

ANO Cataluiia Com un‘idad
Valenciana
2001 661 465
w002 | ma L w04
003 | o8 | 94
004 | ses 619
2006 | s a
w007 | wo w7
008 | S 1286
2009 | 3964 | 3490
2000 | w8 | 2810

Se sabe que el numero de expedientes en 2005 en Catalufia fue de 512. Haz una
estimacion, si conviene, del nimero de expedientes en la Comunidad Valenciana,
asi como una medida del ajuste.

Solucion

Llamamos X = Numero de expedientes en Cataluia y Y = Numero de expedientes
en la Comunidad Valenciana. Para obtener la estimacion de los expedientes en la
Comunidad Valenciana a partir de los datos hay que construir la recta de regresion
Y sobre X, pero para que este calculo sea provechoso, es necesario que las dos
variables estén fuertemente correlacionadas. Por lo tanto, lo que hay que hacer en
primer lugar es calcular el coeficiente de correlacion.

Para hallar el coeficiente de correlacion hay que calcular algunos estadisticos, tan-
to de las distribuciones marginales como de la conjunta. Asi:

X =1293,2; S, = 1269,838; ¥ =1184,2; S, = 1091,001 y la covarianza;

@ P.Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia100

indice



h & xiy"ni' — =
SXY=EE —L - XY =2897179,67 — 1293,22 - 1184,22 = 1365722,682.

Sy, . 1365722,682
Y por lo tanto, ry, = = =
Sy-Sy, 1269,838-1091,001

Como el coeficiente de correlacion esta muy cerca de 1, la relacion lineal es fuerte
y tiene sentido calcular la recta de regresion Y sobre X.

b

Calculamos:

y—I7=S—’;Y-(x—)_()—>y—1184,22= 1365722’682'-(x—1293,22) = aislando la

Sy 1269,838°
variable y mediante matematicas elementales, obtenemos:

Y =0,847 X + 88,907

Para estimar el numero de expedientes en la Comunidad Valenciana hay que sus-
tituir X por 512, de esta manera obtenemos Y = 0,847 - 512 + 88,907 = 522,571.

Para conocer la fiabilidad de esta prediccion es preciso determinar el coeficiente
de determinacion®® R?, el cual es, en las regresiones lineales, el cuadrado del coefi-
ciente de regresion. Por lo tanto, su valor es R*= 0,986 = 0,972, y la estimacion
es fiable.

Ejercicio 18

En un museo se desea estudiar la repercusion que tienen las quejas realizadas
por los visitantes y los ingresos. Para realizarlo, se observaron las dos variables a
lo largo de las ultimas diez semanas. Las visitas estan expresadas en decenas de
asistentes.

18|26|30|33|38|39|42|44|46|49
107 |105,5| 105 |104,4|104,3| 104 |103,7|103,4| 103,1| 103

Si la entrada al museo tiene un coste de 3,6 euros, estima los ingresos del museo si
en una semana se hubieran producido 43 quejas.

13. Revisar el ejercicio 11.
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Solucion

El ejercicio pide que estimemos los ingresos seguin las quejas. Pero es evidente que
los ingresos dependen del numero de visitas, por lo tanto, lo que tenemos que averi-
guar es si existe algun tipo de relacion lineal entre el nimero de quejas y el numero
de visitas. Si efectivamente esta se produce, entonces podremos encontrar la
recta de regresion entre el nimero de visitas y el de quejas y, con posterioridad, se
podran estimar los ingresos.

Asi pues, en primer lugar hay que calcular el coeficiente de correlacion entre las dos
variables X = Numero de quejas y Y = Visitas para saber si estan correlacionadas.

Hacemos los calculos necesarios:

X =36,5; S, =9.211; Y =104,34; S =1,166y la covarianza:

S =i§xiy"'n""—?_f'l7—379782 36,5 - 104,34 = 10,59
XY - 5 - s s - 1Y .

Sy _ —10,59
S-S, 9211-1,166

Como el coeficiente de correlacion esta muy cerca a —1, la relacion lineal es fuerte
y tiene sentido calcular la recta de regresion Y sobre X.

Y por tanto, ry, = =—-0,986.

Calculamos:
y—I_/=S—X2Y-(x—)_() —>y—104,34=L’5?'-(x—36,5) — aislando la variable y
s 9,211

mediante matematicas elementales, obtenemos:
Y =0,125 X + 108,866.

Para estimar el numero de visitas cuando cuando se producen 43 quejas hay uni-
camente sustituir X por 43. De esta manera obtenemos Y = 0,125 - 43 + 108,866 =
114,241.

Para conocer la fiabilidad de esta prediccion es preciso determinar el coeficien-
te de determinacion'* R?, el cual es, en las regresiones lineales, el cuadrado del
coeficiente de regresion. Por lo tanto su valor es R*= 0,986>= 0,972. Por tanto, la
estimacion es fiable.

Finalmente, los ingresos estimados son 3,6 euros multiplicado por el nimero de
visitas estimadas. Es decir, 3,6 - 1088,66 = 3919,176 euros.

14. Revisar el ejercicio 11.
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Ejercicio 19

La siguiente tabla muestra el nimero de personas ocupadas distribuidas atendien-
do el sueldo neto de la actividad principal que desarrollan (en centenas de euro) y
el nivel de estudios que tenian en 2010, segun datos recogidos del Ministerio de
Trabajo y de Inmigracion. Hay que decir, sin embargo, que la variable nivel de
estudios ha sido convertida a numérica discreta para ser graduable. Asi, la equiva-
lencia es: I = menos que Primarios, 2 = Primarios, 3 = Secundarios,; 4 = Bachi-
llerato; 5 = Formacion Profesional y 6 = Universitarios. Esta conversion se ha
hecho a efectos didacticos.

SUELDO

Nivelde |0 o) | re10) | 1012 | 112160 | 11621 | 121,30 | 30, 40)

estudios
1 875 | 2167 | 1500 . 793 | 565 | 074 . 156
2 | 293,181 79092 | 60161 | 47264 | 9282 | 5630 | 377 |
3 | 538,08 1551,52 ;122620 ; 109834 . 340,72 | 74,78 | 13,56 |
4 |32339: 67029 | 60731 : 709,62 i 313,35 :14200; 5320 |
5 30328 801,87 i 843,80 : 982,42 | 444,90 18390 50,73 |
6 164,47 © 43926 ' 619,51 : 1155,75 : 1230,07 : 919,40 : 282,14 !

.....................................................................................

a) (Estan relacionadas linealmente el sueldo y el nivel de estudios?
b) Calcula una estimacion del sueldo que cobraria una persona ocupada que
tuviera un nivel de estudios equivalente a 4,5 asi como su fiablidad.

Solucion
a) Estan relacionadas linealmente el sueldo y el nivel de estudios?

Llamamos X = Nivel de estudios y Y = Sueldo. Debemos calcular el coeficiente de
correlacidon entre ambas variables para saber si las dos variables estan linealmente
relacionadas y con qué grado.

Para hacer estos calculos hay que tener presente que la variable Y est4 agrupada en
intervalos y necesitamos las marcas de clase, y que cada dato bivariante tiene una
frecuencia absoluta superior a 1. Este ultimo hecho puede complicar los célculos,
por eso es conveniente seguir un criterio a la hora de hacerlos. Nosotros lo hare-
mos en la tabla de doble entrada:
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Y
X [0, 6) [6,10) [10,12) [12,16) [16,21) [21,30) | [30,40)
Marcas--> 3 g | n 14 | 185 | 255 | 35 | n.j
r | s o2 L a5 e ses L 07e s oL
2 Conis w09 | el ame | ws 3 0 am L 2w
3 Csses | oasL 62 | M09 M0 78 L Bse | 48432
p Cwa e | ara | we s o s s
5 B R T T R T R T 7Y
6 Cleta7 4w | et | ussgs L om007 | 994 | amaa 4siog
n, 1631,15 4275,53 3913,43 4426,7 2427,51 1377,12 404,96 18456,4
Mx\. “n, 6006,13 | 15584,14 15262,12 | 18933,31 | 12071,77 7341,58 | 2209,07
SMﬁ. “n, 18018,4 | 124673,12 | 167883,32 | 2650663 | 223327,75 187210,29 | 77317,5 | 1063496,7

Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia100

@ P Juan Verdoy | M. 1. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1

Indice



De la manera natural se calculan los estadisticos de las distribuciones marginales:
X =4,194;5 =1,412; Y =12,913; S,= 6,478. Para calcular la covarianza hay que
hacer los productos de cada valor por su correspondiente y luego hacer la suma.
Asi, el procedimiento que empleamos es el siguiente: la fila con Ex,» " 1, se ob-
tiene multiplicando cada fila por su frecuencia conjunta, por ejemplo, 6006,13
=1-8,75+2-293,18+ ...+ 6 - 164.47. La fila yljxi ‘1, se obtiene multipli-
cando cada resultado por el valor de la primer columna; por ejemplo, 18018,4

< ix,;gw,- ; 1063496,7

=6006,13 - 3. Asi, E " 13456.4 57,622. Como consecuencia, la

i=l j=I

h

k xiy'.ni' — =
covarianza os: Sy = Y, Y=L =X ¥ =57,622 - 4,194 12,913 =3,465.

i=l j=I1

Sy 3,465

S-S, 1,412-6,478
la relacion es muy débil y no tendria mucho sentido hacer la recta de regresion.

Y por lo tanto, r,, =

= 0,38, el cual es muy bajo, y por eso

b) Calcula una estimacion del sueldo que cobraria una persona ocupada que
tuviera un nivel de estudios equivalente a 4,5, asi como de su fiablidad.

Como se ha comentado en el apartado anterior, el coeficiente de correlacion es
muy bajo y, por tanto, carece de sentido hacer la recta de regresion. No obstante,
la calcularemos para fines didacticos.

Debemos calcular la recta Y sobre X. Entonces:

) — 3,465.

y-Y="L(x-X)2y-12913=> >
SX 17

mediante matematicas elementales, obtenemos:

‘(x-4,194) — aislando la variable y

Y =1,738 X +5,622.

Para estimar el sueldo de una persona con un nivel de estudios de 4,5: Y =1,738 -
4,5 + 5,622 = 13,443 miles de euros.

Para conocer la fiabilidad de esta prediccion es preciso determinar el coeficiente
de determinacion'® R?, el cual es, en las regresiones lineales, el cuadrado del coefi-
ciente de regresion. Por lo tanto su valor es R* = 0.38>= 0,144, y la estimacion es
poco fiable.

15. Revisar el ejercicio 11.
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UNIDAD 3

Numeros indice
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Introduccion tedrica

Como elementos introductorios de este capitulo, es conveniente recordar defini-
ciones de conceptos que necesitaremos para alcanzar los objetivos de esta unidad
(referencias bibliograficas 7, 11 y 18).

Indice simple

Los indices, calculados a partir de una serie de datos de una magnitud y en un
periodo ¢ que denotaremos por x,, nos permitiran evaluar, en términos relativos o
porcentajes, la evolucion de los datos de la serie por periodos. Asi:

It ‘xit

-1
Xit-1

Indice complejo

Hablaremos de indice complejo cuando queramos estudiar la evolucion de una
magnitud compleja, porque nos interesa aglutinar en una sola, la diversidad de dis-
tintas magnitudes simples. En un ejemplo para analizar la produccion de cereales
en cierta comunidad (magnitud compleja) necesitamos los datos de maiz, trigo,
avena, etc. (que serian las magnitudes simples).

Dentro de los indices complejos, nosotros trabajaremos con indices ponderados. Ve-
remos en los ejercicios las formulas de los indices de precios y cantidades de Laspe-
yres y Paasche, con la intencion de analizar las razones que justifican la utilizacion
del indice de Laspeyres de precios en el calculo oficial del ipc en Europa. Asi:

Indice de precios por Laspeyres

Para calcular estos indices, empezaremos por conocer y deducir la formula que se
empleara. Hemos reducido su célculo a tres articulos, pero no olvidemos que este
calculo se extiende a la totalidad de articulos representativos del consumo de las
familias en un pais (Véase ECPF).

Err:it'pio "9 Epit "Gig
¢ i

Lt = 1 Pio =
precios Epio'qio EpiO.in

donde 7 es el afio actual y 0 serd el afio que tomaremos como referencia en la com-
paracion. Si se trata de indices encadenados podriamos decir afios #-1 y ¢.
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p, seré el precio del articulo y el afio ¢
Do sera el precio del articulo y el afio 0
q; sera la cantidad del articulo y el afio ¢
g, sera la cantidad del articulo y el afo 0

es una media ponderada donde el «peso» de cada articulo, p,, - g,,, es el valor del
articulo en la «cesta de la compray» del afno de referencia y permanecera constante
a lo largo del periodo, mientras no se cambia la base. Un inconveniente de este
método es que si la importancia de los articulos en los habitos de consumo cambia
mucho, estos coeficientes quedan desfasados.

Indice de cantidades por Laspeyres

En este caso se estudia la evolucion de las cantidades demandadas y para la ponde-
racion se utilizan los mismos coeficientes de la formula anterior p,, - g,,:

Eqn Pio "Yio qut P,

LO
cantidades piO in EPIO ql()

Indice de precios por Paasche

Ep“ Py d, Epn qa,
precios Epm a Eplo q

es una media ponderada donde el «peso» de cada articulo, p;, * g, , intenta mejorar
la propuesta de Laspeyres, evitando en cierto modo el desfase, ya que recoge la
importancia del articulo al considerar la cantidad en el periodo por comparar. Pre-
senta otros inconvenientes.

Indice de cantidades por Paasche

Siun I
Pcamldades 0 2 dio " Pir 2 qdio ° Pir
i

Esta propuesta, como analiza la evolucion de las cantidades, considera como
coeficiente p;,-q; que indica el «peso» de cada articulo, y el precio del afio ¢ para
actualizar la importancia del articulo.

@ P.Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia100

indice



Indices encadenados

Para calcular el incremento de una serie en un periodo mas largo, podemos utilizar
los indices previamente conocidos de los periodos que internamente conforman el
periodo total. Asi:

m t+l | yt+2 | gt+3 Lym-1 gm
It =It It+1 Iz+2 Im—2 m-1

Incremento medio

En cierto periodo largo que incluye varios periodos menores internamente, pode-
mos conocer los incrementos de los periodos menores, uno a uno, consecutiva-
mente y observar entre ellos acusadas diferencias en signos (aumentos y disminu-
ciones) o en magnitud. Para calcular el incremento medio de todos ellos podemos
hacer la raiz del producto de estos indices, teniendo en cuenta que el indice de la
raiz coincide con el nimero de indices considerados. Asi:

m _mit/IH-l . It+2 . It+3 _ Im—l . Im

tmedia— t t+1 t+2 m-=2 m-1

Canvio de base en el ipc

Por razones que habra que profundizar en la teoria, en ciertos momentos habia que
hacer un cambio en el afio de referencia del calculo oficial del ipc y se empezaba a
obtener la nueva serie de este indice, comenzado de nuevo con el valor 100. Dire-
mos que se hacia un «cambio de base».

A menudo, como podremos ver en los ejercicios propuestos, es necesario utilizar
en un mismo calculo el valor del irc de afios que corresponden a periodos de bases
diferentes y necesitaremos trabajar con todos los valores del ipc referidos a una
misma base. Estos datos los podras encontrar ficilmente en la pagina web del INE,
pero en los ejercicios podremos ver como se puede encontrar el enlace técnico que
permite unificar la base de las dos series.

Para obtener los valores del ipc del afio «y» en base B hemos multiplicado el 1pc

N ., IPCy .
del afio «y» en base A por la fraccion H’—g el valor de la que se lo que denomi-
naremos «enlace técnicoy. A

Seria interesante profundizar en los mecanismos del calculo del ipc por el INE y
los cambios metodologicos introducidos en los tltimos afios a partir del 2000 y el
proceso de armonizacion con Europa.

http://www.ine.es/daco/daco43/metoipc06.pdf
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Actualizacion de un valor

Utilizando los valores del ipc, podemos conocer el valor actualizado de una renta,
de un alquiler, de un sueldo, de un bien, etc. Tan solo hemos considerado que esta
operacion la podremos hacer siempre y cuando los periodos iniciales y finales por
considerar estén ambos antes o después de enero de 2002. En otro caso, habréa que
recurrir a un indice LAU que se puede encontrar en el INE:

IPC mes final

IPC mes inicial

Valor actualizado =Valor inicial X

Pérdida o gananacia del poder adquisitivo

Se puede decir que nosotros ganamos poder adquisitivo (capacidad de compra de
bienes de consumo) si el salario que percibimos este afo esta por encima de lo que
ingresariamos si nuestro salario hubiera sido incrementado en el mismo porcentaje
que aumentan los precios de estos bienes. Podriamos razonar de la misma mane-
ra para definir la pérdida de poder adquisitivo cuando nuestro salario queda por
debajo de lo que tendriamos si la hubieran incrementado con el mismo porcentaje
que los precios.

El incremento de estos precios esta reflejado en el ipc que publica el INE cada mes.
Nosotros tomaremos la media anual general de este indice que podremos encon-
trar facilmente en la web de este organismo.

Ahora bien, como hacemos un analisis en términos relativos y damos el resultado

en porcentajes, veamos en la siguiente expresion, como el salario concreto del que
partimos no es necesario en el estudio de la evolucion del poder adquisitivo:

Ganancia o pérdida del poder adquisitivo

salario nuevo =salar10 anterior - (1+A_,..u)

poder adquisitivo

salario actualizado segiin IPC salario anterior - (1+ A )

(1 + Asalarial)
(1 + AIPC)

La pérdida o ganancia del poder adquisitivo, pues, se calcula a partir de la compa-
racion de los incrementos anuales del salario (A . )y del irc (A ) paralelamente.

salari IPC

A tal fin, comenzaremos por calcular los indices «encadenados» de los salarios,
que nos permitiran averiguar los incrementos salariales anuales, y a partir de los
valores del ipc publicados en el INE podremos hacer lo mismo.
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Deflactar una serie o pasarla a temas reales

Para estudiar el analisis de una magnitud econdmica en términos reales, es nece-
sario transformar los valores originales en términos corrientes mediante los 1pc
que convengan, para convertir todos los valores de la serie en los equivalentes
referidos a un mismo afio que denominaremos ario de referencia. Esta operacion
es llamada deflactacion de la serie.

Con esta operacion, le hemos «eliminado» a la serie original, el efecto de la infla-
cién y podremos analizar «en términos reales» su evolucion como tal magnitud,
salvo las influencias de los devenires de la economia general que se reflejan en las
variaciones del indice de precios.
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Objetivos

Los problemas deben permitir que los alumnos alcancen los objetivos didacticos:

3a) Saber calcular los nimeros indices simples de una serie de valores para
estudiar la evolucion de una magnitud a lo largo del tiempo.

3b) Interpretar el valor del indice para conocer el incremento porcentual de la
magnitud en el periodo indicado y viceversa.

3c¢) Saber calcular indices con la misma base de referencia y también indices
encadenados.

3d) Calcular el incremento total y medio de una serie en cierto periodo, asi
como los indices correspondientes, tanto si conocemos los términos de una
serie como si conocemos sus incrementos porcentuales por periodos.

3e) Conocer y calcular el enlace para cambiar de base los indices.

3f) Conocer las formulas de Laspeyres y Paasche como indices complejos.

3g) Actualizar el valor de un bien utilizando los valores del 1pc.

3h) Deflactar una serie utilizando el ipc.

3i) Conocer el concepto de términos monetarios nominales (moneda corriente)
y términos reales (moneda constante) en una serie econdémica para evaluar
su evolucion.

3/) Hacer previsiones de los valores de una serie para datos inmediatos.

3k) Saber calcular las variaciones del poder adquisitivo de un salario, en fun-
cion de las variaciones del salario y del 1pc.

La tabla siguiente nos muestra como estan distribuidos los objetivos segtn los

ejercicios:

g ;’é fﬁ'fc‘fﬁ 3a | 36| 3¢ | 3d | 3¢ | 3| 32 | 3n | 3 | 3 | 3k
1 X X X X X
2 X X X X X
3 X X X X X
4 X
5 X
6 X
7 X X X X
8 X
9 X
10 X X X X X X X X
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Enunciados

3a) Saber calcular los numeros indi-
ces simples de una serie de valores
para estudiar la evolucion de una
magnitud a lo largo del tiempo.

3b) Interpretar el valor del indice para
conocer el incremento porcentual
de la magnitud en el periodo indi-
cado y viceversa.

3c¢) Saber calcular indices con la mis-
ma base de referencia y también
indices encadenados.

3d) Calcular el incremento total y me-
dio de una serie en cierto periodo,
asi como los indices correspon-
dientes, tanto si conocemos los
términos de una serie como si co-
nocemos sus incrementos porcen-
tuales por periodos.

3j) Hacer previsiones de los valores de
una serie para datos inmediatos.

Ejercicio 1

A continuacion presentamos el volumen total de alumnos matriculados en la Uni-
versitat Jaume I en los ultimos afios.

Numero total de alumnos matriculados
Curso 2005/2006 12676
Curso 2006/2007 12928
Curso 2007/2008 13159
Curso 2008/2009 13210
Curso 2009/2010 13904
Curso 2010/2011 14702

a) Calcula los indices para cada afio, tomando como afio de referencia el 2005
(haré referencia al curso 2005-2006). Interpreta el resultado.

b) Calcula los indices encadenados de esta serie. Interpreta los resultados.

¢) Calcula el incremento total e incremento medio anual de este periodo, a par-
tir de las cantidades originales y de los indices encadenados.

d) Haz previsiones para la matricula del curso 2011/2012 y 2012/2013 si con-
sideramos que no habran cambios significativos en su comportamiento.
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3a) Saber calcular los numeros indices
simples de una serie de valores
para estudiar la evolucion de una
magnitud a lo largo del tiempo.

3b) Interpretar el valor del indice para
conocer el incremento porcentual
de la magnitud en el periodo indi-
cado y viceversa.

3c¢) Saber calcular indices con la mis-
ma base de referencia y también
indices encadenados.

3d) Calcular el incremento total y me-
dio de una serie en cierto periodo,
asi como los indices correspon-
dientes, tanto si conocemos los
términos de una serie como si co-
nocemos sus incrementos porcen-
tuales por periodos.

3j) Hacer previsiones de los valores de
una serie para datos inmediatos.

Ejercicio 2

En la siguiente tabla se muestran los datos del N1 que hacen referencia al total de
visitantes a los parques nacionales de Espafia, en los anos que hacemos referencia.

Naturaleza y biodiversidad
Zonas protegidas
Nimero de visitantes por nacionalidades y periodo

Unidades: numero de personas

Total
2000 10252799
2001 10002517
2002 9661493
2003 10296382
2004 11134880
2005 10743480
2006 10979470
2007 10864738
2008 10222818
2009 9952606

Fuente: Ministerio de Medio Ambiente y Medio Rural y Marino.
Red de parques Naturales.
Copyright INe 2011
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a) Calcula los indices para cada afio, tomando como afio de referencia el 2000
e interpreta el resultado.

b) Calcula los indices encadenados de esta serie. Interpreta los resultados.

c¢) Calcula el incremento total e incremento medio anual de este periodo, a par-
tir de las cantidades originales y de los indices encadenados.

d) Haz previsiones del nimero de visitantes de los parques considerados para
los afios 2010, 2011 y 2012, si consideramos que no hubiera cambios signi-
ficativos en el comportamiento de la afluencia.

Fuente: INE

3a) Saber calcular los numeros indices
simples de una serie de valores
para estudiar la evolucion de una
magnitud a lo largo del tiempo.

3b) Interpretar el valor del indice para
conocer el incremento porcentual
de la magnitud en el periodo indi-
cado y viceversa.

3c¢) Saber calcular indices con la mis-
ma base de referencia y también
indices encadenados.

3d) Calcular el incremento total y me-
dio de una serie en cierto periodo,
asi como los indices correspon-
dientes, tanto si conocemos los
términos de una serie como si co-
nocemos sus incrementos porcen-
tuales por periodos.

3j) Hacer previsiones de los valores de
una serie para datos inmediatos.

Ejercicio 3

A continuacion presentamos las variaciones porcentuales del volumen de ventas
de cierta superficie comercial, en los ultimos afos.

Afio Variaciones del volumen de ventas (%)
2006 -3,13
2007 -2,15
2008 +2,12
2009 +3,15
2010 +4,12
2011 +4,31
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a) Calcula los indices de las ventas de cada afio, tomando como referencia el
afio 2005 y los indices encadenados.

b) Calcula la variacion o incremento medio anual y total de las ventas en este
periodo.

c¢) Estima las ventas de los dos afos siguientes si suponemos que no hay cam-
bios significativos en el comportamiento de las ventas en estos afios.

3e) Conocer y calcular el enlace para
cambiar de base los indices.

Ejercicio 4

A continuacidn presentamos los valores del indice de precios al consumo, 1pc, que
podemos consultar en la pagina del INE, y que hace referencia a los datos en base
a 2001 y 2006.

Por razones que habra que estudiar en la teoria, en ciertos momentos hay que hacer
un cambio en el afo de referencia y se empieza a obtener la nueva serie del ipc, co-
menzado de nuevo con el valor 100. Diremos que ha habido un «cambio de base».

A menudo, como podras ver en ejercicios posteriores, hay que utilizar en un mis-
mo calculo el valor del 1pc de afios que corresponden a periodos de bases diferen-
tes y necesitaremos trabajar con todos los valores del ipc referidos a una misma
base. Estos datos los podras encontrar facilmente en la pagina web del INE, pero
en este ejercicio vamos a ver como se calculan los valores de las casillas que estan
sombreadas en gris.

En primer lugar, presentamos la tabla de los valores del ipc desde el afio 2002 al

2006 en base 2001.
Indice de Precios al Consumo
Medias anuales. Base 2001
Nacional por general y Grupos coicop
Unidades: Indices y tasas
General
Media anual
2006 117,624
2005 113,63
2004 109,927
2003 106,684
2002 103,538
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Y a continuacion, los datos de los valores del ipc desde el ano 2006 al 2010 en base
2006, aunque estan afiadidos los valores de las casillas grises que corresponden a
los valores obtenidos «a posteriori» para facilitar los trabajos de célculo referidos
a periodos de diferentes bases.

Indice de Precios al Consumo
Medias anuales. Base 2006

Indices nacionales: general y de grupos coicop
Unidades: Base 2006 = 100

General

Media anual

2010 108,588
2009 106,668
2008 106,976
2007 102,787
2006 100
2005 96,604
2004 93,456
2003 90,699
2002 88,024

Explica como se han obtenido los datos de las casillas sombreadas en gris, averi-
guando el valor del enlace.
Fuente: INE

3f/) Conocer las formulas de Laspeyres
y Paasche como indice complejos.

Ejercicio 5

Calcular los indices de precios y cantidades de los articulos A, B y C mediante la
formula de Laspeyres y Paasche, de los afios 2008, 2009 y 2010 en funcién del
afio 2008, utilizando los datos de las siguientes tablas donde estan indicadas las
cantidades ¢q; y precios p, que hay que conocer.
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2008 2009 2010
Precio | Cantidad | Precio | Cantidad | Precio | Cantidad
Pi q; bi q; pPi q;
Art. A 12 100 14 112 15 115
Art. B 10 50 8 65 7 72
Aét' 5 20 10 10 15 5

3g) Actualizar el valor de un bien, uti-
lizando los valores del ipc.

Ejercicio 6

Supongamos que compramos una vivienda por 16.125.000 ptas. en diciembre de
1998 y la hemos vendido en diciembre de 2006 por un valor de 240.000 euros.
Averigua el porcentaje de beneficios o pérdidas que hemos tenido en la operacion.

Nota: Para realizar las operaciones consultaremos los valores del ipc que necesi-
tamos en la padgina web del INE. www.ine.es (seria interesante calcular este incre-

mento con el ipc general y con el ipc del grupo de la vivienda).

El cambio de moneda que consideraremos se 1 € = 166,386 ptas.

3h) Deflactar una serie utilizando el ipc.

3i) Conocer el concepto de términos
monetarios nominales (moneda co-
rriente) y términos reales (moneda
constante) en una serie econdomica
para evaluar su evolucion.

3j) Hacer previsiones de los valores de
una serie para datos inmediatos.

3k) Saber calcular las variaciones del
poder adquisitivo de un salario, en
funcién de las variaciones del sala-
rio y del 1pc.

Ejercicio 7

En la siguiente tabla mostramos los datos de los impuestos municipales de cierta
vivienda en los ultimos afios.
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~ | Importe impuesto municipal
Afo . .
(términos nominales)
2006 503,24
2007 515,65
2008 536,73
2009 578,84
2010 584,42

Para analizar su evolucion:

a) Deflactar la serie, convirtiéndola en monedas constantes del afio 2006.

b) Calcula los indices que nos permitiran estudiar su evolucion afo por afio, en
términos reales o monedas constantes del afio 2006. Interpreta los resultados.
c¢) Calcula el incremento total e incremento medio en el periodo en términos reales.
d) Suponiendo que los impuestos sigan este comportamiento, averigua el valor,
en términos nominales o monedas corrientes para los afios 2011, 2012 y 2013.

Nota: Para resolver este ejercicio utilizaremos los valores de la media anual del 1pc

general que necesitamos, obteniéndose de la pagina web del INE. www.ine.es

3k) Saber calcular las variaciones del
poder adquisitivo de un salario, en
funcién de las variaciones del sa-
lario y del 1pc.

Ejercicio 8

En la tabla siguiente se indica el valor de la ndmina mensual de un trabajador en

los ultimos anos.

Estudia la pérdida o ganancia de su poder adquisitivo para cada afio y de todo el
periodo global, considerando los valores de la media anual del 1pc general que
puedes encontrar en la pagina del INE.

Ano Noémina mensual (€)
2007 2034,75
2008 2062,13
2009 2218,61
2010 2253,67
2011 2181,75
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3k) Saber calcular las variaciones del
poder adquisitivo de un salario, en
funcién de las variaciones del sa-
lario y del 1pc.

Ejercicio 9

En las tablas siguientes se presentan los valores del ipc y el incremento salarial de
un trabajador en los afos que se indica en cierta comunidad.

Afos e Afos Incremento salarial anual (%)
Anual 1pc

2008 | 115,1 2008

2009 | 119,2 2009 1,8

2010 | 121,6 2010 2,7

2011 | 123,8 2011 1,7

a) Calcula el incremento medio y total del salario en el periodo 2008-2011.

b) Calcula el incremento anual, medio y total del ipc en el periodo 2008-2011.

¢) Si suponemos que las condiciones economicas de la comunidad no varian,
realiza una prevision del valor del 1pc para el afio 2013.

d) Estudia para cada afio y para el periodo total la pérdida o ganancia del poder
adquisitivo y realiza una interpretacion de los datos obtenidos.
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3a) Saber calcular los numeros indices
simples de una serie de valores para
estudiar la evolucion de una magni-
tud a lo largo del tiempo.

3b) Interpretar el valor del indice para
conocer el incremento porcentual de
la magnitud en el periodo indicado y
viceversa.

3c¢) Saber calcular indices con la misma
base de referencia y también indices
encadenados.

3d) Calcular el incremento total y medio de
una serie en cierto periodo, asi como
los indices correspondientes, tanto si
conocemos los términos de una serie
COMO Si conocemos sus incrementos
porcentuales por periodos.

3e) Conocer y calcular el enlace para
cambiar de base los indices.

3h) Deflactar una serie utilizando el ipc.

3i) Conocer el concepto de términos mo-
netarios nominales (moneda corrien-
te) y términos reales (moneda cons-
tante) en una serie econdomica para
evaluar su evolucion.

3/) Hacer previsiones de los valores de
una serie para datos inmediatos.

Ejercicio 10

Para hacer un estudio de la evolucion del precio de cierto modelo de ordenador en
términos reales, disponemos de los datos que presentamos en la tabla siguiente:

a) Calcula el incremento anual, medio y total del precio del ordenador en tér-
minos reales.

b) Si seguimos esta evolucion, estima el precio que podria tener el ordenador
en 2008.

9

2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
irC base 1992 131 135 139
irc base 2002 103 106 | 109
1300 | 1275 | 1250 | 1100 | 950

Nota: Debemos recurrir a periodos y valores muy antiguos o imaginados para tra-
bajar el objetivo del cambio de base del ipc, debido a que con la nueva metodologia
del calculo del ipc por el INE esta circunstancia se ha superado, pero es importante
que el alumno conozca este contenido para advertir la necesidad de no trabajar en
series de 1pc no adecuadas en un mismo ejercicio.
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Ayudas

En este apartado se presentaran las ayudas para emplear en caso de ser necesario
a la hora de realizar los ejercicios y problemas. Es conveniente no hacer un abuso
excesivo de estas ayudas, es decir, antes de emplearlas hay que pensar el problema
al menos durante unos 10-15 minutos. Después se consultara la ayuda de tipo 1y
se intentara resolver el ejercicio con esta ayuda. Si no es posible resolverlo, enton-
ces se consultara la ayuda de tipo 2; y en ultimo término la solucion.

‘Ayudas Tipo 1

Ejercicio 1

En el apartado @) hay que calcular los indices en base 2005, comparando de mane-
ra porcentual cada valor de la lista con 12.676.

En el apartado b) hay que hacer lo mismo que en el apartado anterior pero compa-
rando cada valor de la lista con la anterior, utilizando e interpretando los indices
correspondientes.

En el apartado c¢) hay que comparar el primer y ultimo valor de la lista para el
incremento total y calcular después la raiz correspondiente para calcular el incre-
mento medio anual.

Hay que decidir el indice de esta raiz, en funciéon del nimero de afios que consi-
deramos en el periodo.

d) Para hacer previsiones de la matricula para los cursos venideros, utilizare-
mos el incremento medio anual que hemos obtenido en el apartado anterior.

Ejercicio 2

Todos los apartados de este ejercicio son iguales que los del ejercicio anterior
excepto en un aspecto: el primer ejercicio, los valores de la magnitud siempre cre-
cian, mientras que en este segundo ejercicio algunos valores aumentan y en otros
disminuyen a lo largo del periodo considerado.
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Ejercicio 3

En este ejercicio, a diferencia de los dos anteriores, no conocen los valores de la
magnitud que queremos estudiar. En el enunciado nos dan los porcentajes de creci-
miento o decrecimiento directamente. Es necesario que convirtamos esta informa-
cion directamente en indice. Por ejemplo, puedes rellenar la siguiente tabla para
hacer el apartado a) y resolver el resto de apartados como lo has aprendido los
ejercicios 1y 2.

Afio Variaciones del indices
volumen de ventas (%) | Encadenados
2006 -3,13 122(())(())56 =0,9687
2007 2,15 72007 _
2006 —
2008 +2,12 122(())(());3 = 1,0212
2009 +3,15 72009 _
2008 =
2010 +4,12 72010 _
2009 =
2011 +4,31 72011 _
2010 —

Es interesante aprender a calcular los indices en base 2005 a partir de los indices
encadenados de la tabla anterior. Por ejemplo:

LN = % X7 = 0,9687 - 0,9785 = 0,9479

2005 2005 2006

Y asi sucesivamente...

2008 2006 2007 2008
1 2005 1 2005 I 2006 1 2007

2009 2006 2007 2008 2009
1 2005 I 2005 I 2006 I 2007 I 2008

2010 2006 2007 2008 2009 2010
I 2005 I 2005 I 2006 I 2007 I 2008 I 2009 —

2011 2006 2007 2008 2009 2010 2011
12005 - 120()5 12006 12007 12008 12009 12010 e

En el apartado b) nos piden el incremento total, que ya hemos encontrado en la
ultima linea, y el incremento medio anual mediante el célculo de la raiz sexta del
indice que acabamos de nombrar.

En el apartado c) hay que hacer una reflexion. Explicar por qué no es posible hacer
la prevision que nos piden.
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Ejercicio 4

En este ejercicio nos piden un estudio de cdmo se hace un cambio de base en la se-
cuencia de valores del ipc. Recordar que este célculo es necesario hacerlo siempre
que necesitamos utilizar en una misma operacion valores del ipc que corresponden
a afios que se han calculado con diferentes bases. También hablaremos del enlace
técnico que permite hacer directamente esta transformacion.

Hay que comprender que tan solo se plantea una proporcionalidad (regla de tres)
que se mantiene entre la secuencia de valores de la serie de una base y la serie
obtenida con la base nueva. También hay que considerar que en el afio que se
hace el cambio de base, se calcula el ipc con la vieja y nueva base y se plantea la

equivalencia.

Veamos el planteamiento del primer afio que hay que resolver:

IPCapor = 103,538 = IPCoe = X
IPCoo0t = 117,624 = IPCyo0e = 100

Los datos marcados en rojo seran los términos necesarios para definir el enlace

técnico.

Ejercicio 5

Para resolver este ejercicio es necesario conocer las formulas que hay que emplear,
y que puedes consultar en un manual de teoria sobre los indices de precios y can-

tidades.

Indice de precios de Laspeyres

t
L precios)

Indice de cualidades de Laspeyres

L

Indices de precios de Paasche

EPit.in
) Epio'qio

an Py

t
cantidadesy = Ny
E Pio "o
i

Epit 4

t_ i
Ppreus() -
2P0 g,
i
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Indice de cantidades de Paasche

Epit i

t_ i
E:antidadcso -
qio pil
i

donde 7 es el afio actual y 0 serd el afio que tomaremos como referencia en la com-
paracion. Si se trata de indices encadenados podriamos decir afios #-1 y ¢.

p, seré el precio del articulo y el afio t

Do sera el precio del articulo y el afio 0
q, seré la cantidad del articulo y el afio t
g, sera la cantidad del articulo y el afio 0

Ejercicio 6

En este ejercicio en primer lugar, es necesario actualizar la moneda. Nosotros lo
hemos resuelto aplicando el cambio y convirtiendo la cantidad de compra en euros.

Para actualizar el valor, es necesario conocer el valor del ipc del momento de com-
pray venta en la misma base y operar convenientemente.

Ejercicio 7

En este ejercicio aprenderemos a estudiar el analisis de una magnitud econdémica
en términos reales.

En el apartado @) hay que transformar los valores originales mediante el 1pc para
convertir todos los valores en los equivalentes del afio 2006. Esta operacion se
llama deflactacion de la serie.

En el apartado b) calcularemos los indices encadenados con los datos transforma-
das del apartado anterior.

El apartado ¢) se calcula como los ejercicios 1 y 2. Es recomendable utilizar los
valores primero y ultimo de la lista del apartado a).

El apartado d) incluye diferentes célculos que indicamos a continuacioén. Recuer-
da que para hacer previsiones hacia el futuro hacemos la hipotesis de que las mag-
nitudes evolucionan al ritmo del incremento medio anual que tomamos para hacer
los calculos.

Hay que hacer las previsiones de los impuestos en términos reales, multiplicando
la ultima fecha conocida en términos reales y multiplicandola por el incremento
medio anual tantas veces como afios pasen.
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Hay que hacer también las previsiones del ipc de los afios venideros, aplicando a la
ultima fecha publicada el incremento medio anual obtenido de los 1pc de los afios
considerados.

También necesitamos convertir las previsiones de los resultados anteriores en tér-
minos reales, en términos relativos o monedas corrientes utilizando los valores del
1rc del afio base y las estimaciones del ipc de los afios venideros.

Ejercicio 8

En este ejercicio vamos a calcular la pérdida o ganancia de poder adquisitivo de un
salario del que conocemos los valores.

También hay que obtener los valores del ipc de los mismos anos de la web del INE.

Con las dos listas hay que calcular los incrementos anuales mediante los indices
encadenados.

Recuerda que para calcular las variaciones del poder adquisitivo es necesario ha-
cer esta operacion:

Ganancia o pérdida (I1+A,.)
de = oo
poder adquisitivo (1+A,0

Luego se completa la tabla con la columna equivalente, calculada con los datos
inicial y final del periodo.

Acabaremos con esta tabla completada, donde ya hemos indicado los incrementos
anuales antes mencionados:

2008 2009 2010 2011 TOTAL
Incremento salarial +1,4 % +7,6 % +1,6 % 3,2 %
Incremento 1pC +4,1 % -0,3 % +1,8 % +2,1 %

Pérdida o ganancia
poder adquisitivo

Ejercicio 9

Para hacer este ejercicio solo tienes que hacer el mismo esquema del ejercicio 8.
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Ejercicio 10

Para empezar hay que hacer un cambio de base y encontrar todos los valores del
IpC en la misma base. Llenaremos la tabla con los nuevos valores encontrados, tal
como se hizo en el ejercicio 4.

2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004

rC base 1992 131 135 139

rC base 2002 103 106 109

a) Calcula el incremento anual, medio y total del precio del ordenador en tér-
minos reales.

Dado que el andlisis del precio del ordenador nos lo piden en términos reales,
primero es necesario hacer la conversion del precio de la computadora en moneda
constante del afio 2000 (deflactacion de la serie de precios de la computadora).
Podemos ayudarnos de las siguientes tablas para dar los resultados de cada afio
con mas claridad.

AG Precio ordenador Precios ordenador
no (términos nominales) (términos reales 2000)
2000 1300 1300
JPC2%
2001 1275 1275 —22% =
IPC1992 nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn
JPC20%
2002 1250 1250- ——= =
IPC\y,
2003 1100
2004 950

Para calcular el incremento anual del precio del ordenador en términos reales,
operamos en la tabla siguiente mediante indices encadenados.
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Precio ordenador | Precio ordenador Interpretacion:

Afio (términos (términos reales Indice In re;p itac (1)1 ’ l

nominales) 2000) cremento anua
2000 1300 1300 | 0 -
2001 1275 1237,2 poo 12372 Ha disminuido un

1300 | e %

2002 1250 1178,06
2003 1100 1007,34
2004 950 846,02

Y finalmente, con los datos de la tabla, calcularemos el incremento total y medio
del periodo.

b) Si seguimos esta evolucion, estimamos el precio que podria tener el ordena-
dor en 2008.

Para hacer este apartado, consideremos que nos piden la estimacién en términos
corrientes del precio, suponiendo que no varia el comportamiento del ipc ni la evo-
lucion del precio del ordenador en términos reales, que hemos analizado en el
apartado anterior.

Para hacer estas estimaciones necesitamos el incremento medio de las dos series y
con estos datos, podremos estimar el valor del ipc el afio 2008.

Haremos las mismas operaciones con la serie de los precios de los ordenadores
en términos reales y, por ultimo, hay que pasar el resultado a términos corrientes en
moneda del afio 2008.
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Ayudas Tipo 2

Ejercicio 1

En el apartado a), para calcular los indices, proponemos llenar esta tabla:

Numero total indice
alumnos matriculados Base 2005
Curso 2005/2006 12676 L =1
12928
Curso 2006/2007 12928 L5g0s = ——— =1,01988009
12676
13159
2007 _
Curso 2007/2008 13159 L3003 = Togae =
13210
Curso 2008/2009 13210 I =———=
e 2005 = 12676
Curso 2009/2010 13904 Log0s =
Curso 2010/2011 14702 L5g0s =

Ahora hay que interpretar los resultados de la columna de la derecha.

En el apartado b) nos piden los indices encadenados y también podemos llenar la
siguiente tabla:

Numero total Lo
: Indices encadenados
alumnos matriculados

Curso 2005/2006 12676 -—-
12928

Curso 2006/2007 12928 I3p0s = ——— =1,01988009
12676
13159

Curso 2007/2008 13159 2007 =

urso L5006 12908

Curso 2008/2009 13210 Loy =

Curso 2009/2010 13904 Lo =

Curso 2010/2011 14702 Lopg =
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Interpretaremos también los resultados de la columna de la derecha. Como los
indices son todos mayores que 1, indica que la serie siempre aumenta pero a dife-
rente ritmo, segun el afio que analicemos.

En el apartado ¢) nos piden el incremento total del periodo [ 2283;) = % =1,16.

Y el incremento medio anual con la raiz quinta de este cociente.
En el apartado d), para hacer previsiones, partimos de la hipotesis de que el incre-
mento medio anual que hemos obtenido en el apartado anterior sera una estima-

cion del incremento anual de los afios que estan por venir, y a partir del altimo dato
conocido calcularemos las cantidades de alumnos que podremos esperar.

Asi, para estimar la cantidad de alumnos que podemos esperar que se matricule en
el curso 2011/2012, sera de 14.702 - 1,03 = 15.143 alumnos.

Con el mismo razonamiento podemos hacer el resto de estimaciones.

Ejercicio 2

Este ejercicio es igual que el ejercicio 1, pero obtendremos algunos indices por
encima del y otros por debajo. Dejemos la interpretacion para los lectores.

En el apartado a) hay que hacer los célculos que sugerimos en la columna de la
derecha de la siguiente tabla:

Numero total Indice
visitantes Base 2000

2000 | 10252799 | Irg00 =1

2001 10002517
2000710252799

2002 9661493

2001 10002517

2002 | 9661493 | Iy = ————— =0,94232736
10252799
10296382

2003 | 10296382 T = T =11,00425084
10252799
11134880

2004 | 11134880 | Dgy = =
10252799
10743480

2005 | 10743480 | Irog = ————— =1,04785825
10252799
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10979470
2006 | 10979470 | J2% = 10252799

2007 | 10864738 | Lo =

2008 | 10222818 | L0 =

2009 | 9952606 | Lo =

Hay que hacer la interpretacion de estos resultados, especialmente prestar atencion
a la de los indices menores que 1.

Para calcular los indices encadenados del apartado b) también sugerimos los cal-
culos por realizar en la Gltima columna de la siguiente tabla:

Numero total
visitantes

2000 10252799

Indices encadenados

2001 10002517

2001 | 10002517 =———=0,97558891
2000710252799
9661493
2002 | 9661493 =" =
10002517
10296382
2003 | 10296382 | Iygh = —— =
9661493
2004 | 11134880 | 1300 =——————=1,08143618
10296382
2005 10743480
2005 | 10743480 | 13004 =—— =0,96484919
2006 | 10979470 | 7209 — - —_=1,02196588

2005

2007 | 10864738 | Lo =

2008 | 10222818 | Iyo08 =

2009 | 9952606 | I8 =

Dejemos las interpretaciones de los resultados al lector.

En el apartado c) nos piden el incremento total. Hay que obtener el siguiente indice

1335 y con el resultado hacer la raiz que nos permita averiguar el valor del incre-

mento medio anual del —0,33 %.
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En el apartado d) nos piden previsiones que calcularemos a partir del Gltim dato
conocido (9.952.606) y aplicando reiteradamente el factor correspondiente al in-
cremento medio anual del —0,33 % (0,9967).

Ejercicio 3

Este ejercicio trabaja los mismos conceptos que los anteriores, pero empezando por
incrementos porcentuales que permiten convertirlos en indice encadenados directa-
mente. En la tabla siguiente se indican algunos valores y os invitamos a completarla:

Afio Variaciones del fndices
volumen de ventas (%) encadenados

2006 -3,13 L =0,9687

2007 2,15 e =

2008 +2,12 Loy =1,0212

2009 +3,15 Loos =

2010 +4,12 Looos = 1,0412

2011 +4,31 L =

Para calcular los indices de base 2005, multiplicaremos los indices anteriores (aqui
tienes calculados algunos de ellos. Calcula tu el resto).

227 = 1200 207 20,9687 - 0,9785 = 0,9479

2005

72008 - 2005 2007 P08 _ () 9687 - 0,9785 - 1,0212 = 0,9680

2005

2009 2006 2007 2008 2009
I 2005 I 2005 I 2006 I 2007 I 2008

2010 2006 2007 2008 2009 2010
I 2005 I 2005 I 2006 I 2007 I 2008 I 2009 —

2011 2006 2007 2008 2009 2010 2011
12005 - 120()5 12006 120()7 12008 12009 12010 -

=0,9687 - 0,9785 - 1,0212 - 1,0315 - 1,0412 - 1,0431 = 1,0844

En el apartado b) nos piden el incremento total a partir de los factores de los indi-
ces, que es el ultimo calculo que hemos visto y asi, el incremento medio anual es:

$/0,9687 - 0,9785 - 1,0212 - 1,0315 - 1,0412 - 1,0431 = §/1,0844 =1,0136

que podemos interpretar como que el aumento total es equivalente a un incremen-
to anual constante del 1,36 %.

En el aparato c¢) nos piden previsiones y hay que reflexionar si este supuesto es
posible.
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Ejercicio 4

En este ejercicio nos presentan el proceso de calculo de un cambio de base de los
indices de precios (1pC).

A tal fin hay que considerar los datos que presentamos en esta tabla y plantear
proporcionalidades como las que mostramos a continuacion para llenar las casillas
sombreadas en gris.

2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

IPC
Base 2001
IPC
Base 2006

117,624 | 117,624 | 117,624 | 117,624 | 117,624

88,024 | 90,699 100 102,787 | 106,976 | 106,668 | 108,588

IPCiy0r = 103,538 > IPCre = x
IPC08 = 117,624 = IPCi000 =100
_IPCyy; " IPCoye  103,538100 _ 100

IPCy = = 103,538 =
00 IPC2%° 117,624 117,624

=103,538 - 0,8502 = 88,025

1 = PCon IPCos _ 106684100 _ 1 o) 100 _
2006 1PC2% 117.624 117,624
2001 ’ ’

=106,684 - 0,8502 = 90,699

Y asi, hasta completar la tabla.

Es evidente, que para obtener los valores del 1pc del afio «y» en base 2006 hemos

2006
2006

2006
IPCop;
que hemos resefiado en rojo y es lo que denominaremos «enlace técnicoy.

multiplicado el ipc del afio «y» en base 2001 por la fraccion el valor de la

Aunque no se contempla en el ejercicio, si dividimos los valores del 1pc de la
segunda tabla por este «enlace técnico», también podriamos obtener los 1pc del
periodo 2006-2010 en base 2001.
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Ejercicio 5

Como en las ayudas de tipo 1 ya hemos presentado las formulas por emplear en
cada uno de los casos y el significado de la notacion, pondremos un ejemplo hecho
de cada una de ellas:

Indice de precios de Laspeyres

VZi *q;
2000 E 209 08141004 85041020 2000

precios 008 21’12008 92008 T 12100+ 1050+ 520 1800

=LI111

Indice de cantidades de Laspeyres

2%‘2009 * Pi2008
2009 _ T 11212+6510+105 2044

=1,136
cantidades >
2008 2,912008 dws 1210041050+ 520 1800
Indice de precios de Paasche
D; °q;
2000 2 2T 141124865 +1010 2188 Lo
Precien2008 2 Pisos diage 1211241065+ 510 2044
Indice de cantidades de Paasche
2 Pi2009 * 4i2009
P o 2009 _ 7 14112+865+1010 2188 =1.094
cantidades 3
2008 2%2008 Py 14100 +850+10:20 ~ 2000
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Ejercicio 6

La primera operacion permitird hacer el cambio a euros de la cantidad de compra:

96.913,20 euros en moneda corriente del afio 1998, y para transformarla en mone-

da del afio 2006, haremos la siguiente operacion:

II)(j2006
- =96913,20-

2001 4

117,624

96913,20- =124961,01€

Los valores del 1pc se encuentran en la web del INE con el consecuente cambio de
base, como aprendimos en el ejercicio 4.

Como en el enunciado se dice que la hemos vendido por 240.000 euros, vamos a cal-
240000

cular los beneficios en términos relativos, a partir del concepto de indice: —————.
124961,01

Interpreta el resultado.

Ejercicio 7

Para deflactar la serie (pasarla a términos reales del afio 2006) hay que hacer las
operaciones que se reflejan en la siguiente tabla. A tal fin, es necesario que con-
sultemos los valores del 1pc de estos afios. Tomaremos las medias anuales del 1pc

general.
Afo Importe impuesto municipal Importe impuesto municipal
(términos nominales) (términos reales 2006)
2006 503,24 503,24
2006
2007 515,65 515,65-10Cms _51565._100__ 501 67
IPCs6 102,787
2006
2008 536,73 536,73-2Cams _ 53693, _100__
IPC 106,976
IP 2006
2009 578,84 578,84-20Cams _ 5784, 100 _
IPC06 106,668
2006
2010 584,42 584,42 2Coms _ 544y 100
IPC06 108,588

En el apartado b) nos piden los indices encadenados con los valores en términos
reales que presentamos en la siguiente tabla.
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Importe impuesto | Importe impuesto
Afio mlrmlc.lpal ’ mgnlclpal indice
(términos (términos reales
nominales) 2006)
2006 503,24 503,24 | -----
501,67 isminui
2007 515,65 501,67 w06 = o355 = 0997 Ha dlséngn;‘do un
) 2 0
s 501,73 Pod.emos
2008 536,73 501,73 Do = 50167 considerar
’ que es constante
2009 578,84 542,66 L5008 =
2010 584,42 538,20 12000 = Ha iﬁ’m‘;‘mdo
s /0

En el apartado c) nos piden el incremento total y el incremento medio anual pero
disponemos de las magnitudes de la columna correspondiente (tercera de la tabla
anterior).

Para calcular el incremento total del periodo, interpretaremos el indice:

Ja00 _ 538,20
200 503,24

y para calcular el incremento medio anual, calcularemos la raiz cuarta del resulta-
do anterior.

Para abordar el apartado d), y como se trata de hacer estimaciones, supondremos
que los fendémenos evolucionaran con el ritmo que podamos interpretar del incre-
mento medio anual de cada una.

Calcularemos, en primer lugar, lo que corresponde a los 1pc de los afios 2006 al 2010
con los datos de la web del ne. Hemos obtenido un incremento del 2,08 % anual y
con este dato y el irc del ano 2010 calcularemos los 1pc de los afios 2011,2012 y 2013.

También estimaremos el importe del impuesto en términos reales de estos afios,
aplicando el incremento medio anual (1,7 %) sobre el valor de este importe del afio

2010, es decir, 538,20 euros en términos reales del 2006.

Como estos resultados estan expresados en términos reales del afio 2006, hay que con-
vertirlos a términos nominales, utilizando los 1pc que acabamos de estimar también.

Indicamos las operaciones del primer resultado:

2011 110,847
Afio 2011 — 547,25- IPCos _ 54725 ———=606,61
IPC 100

2006

Y el resto lo calculamos de la misma manera.
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Ejercicio 8

En este ejercicio se trata de estudiar la pérdida o ganancia de poder adquisitivo de
un salario.

Habré que calcular los incrementos anuales de los salarios como se indica en la
siguiente tabla:

Afio Noémina mensual (€) Indice
2007 2034,75 | e
2008 2062,13 s 206,13 H tado 1,4 %
5 2007 2034’75 ) a aumentado 1, 0
2009 2218.61 008 = ———=1, Ha aumentado ...%
’ 2062,13
2010 2253,67 122838 = w = Ha aumentado 1,6 %
2011 2181.75 1300 =————=0,968 | Ha disminuido ...%

También calcularemos los incrementos anuales del ipc de los afos correspondientes:

Ano

IPC
Base 2006

Indice

2007

IPC0T = 102,787

2008

IPC3 o8 = 106,976

72008 _ 106,976

= =1,041
20077 102,787

Ha aumentado 4,1 %

2009

IPC3508 = 106,668

2009 _ 106,668

I = =
2008 106,976

Ha aumentado ...%

2010

IPC300 = 108,588

2010 _ 108,588 _
2009

Ha aumentado 1,8 %

2011

IPC350e= 110,847

2011 _
2010 —

108,588

Ha disminuido ...%

Con estos resultados hay que rellenar las casillas en gris de la siguiente tabla:

2008 2009 2010 2011
Incremento salarial 1,014 1,076 1,016 0,968
Incremento 1pc 1,041 0,997 1,018 1,021
| oo
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Indicamos como obtener el resultado que hemos puesto en la tabla.

1,014

Ano 2008 = =0,974, de la misma manera podemos llenar el resto de casillas.

9

Con los valores de los 1pc y los salarios podemos obtener el incremento total del
periodo de cada una de las magnitudes. Asimismo, afiadir los resultados en la co-
lumna de la derecha de la tabla:

Indicamos todos los resultados obtenidos para comprobar:

2008 2009 2010 2011 TOTAL
Incremento salarial +1,4 % +7,6 % +1,6 % -3.2% +7,2 %
Incremento 1pc +4,1 % -0,3 % +1,8 % +2.1 % +7,8 %
Eﬁg‘frd: d‘;fi?grvlgia 2,6% | +79% | —02% | -52% | —0,6%

Ejercicio 9

Para hacer este ejercicio tienes que seguir las pautas del ejercicio 8.

Ejercicio 10

Para empezar, hay que hacer un cambio de base y encontrar todos los valores del
IPC en la misma base. Llenaremos la tabla con los nuevos valores encontrados,
como se hizo en el ejercicio 4.

2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004

pc base 1992 131 135 139

1pC base 2002 103 106 109

Pueden plantearse por proporcionalidad, como aqui se puede ver para el afio 2003:
IPCo =103 = IPCays = 106

IPC? =139 > [IPC)” =X 'y calcular el dato desconocido.

a) Calcula el incremento anual, medio y total del precio del ordenador en tér-
minos reales.
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Dado que el analisis del precio del ordenador nos lo piden en términos reales, es
necesario primero hacer la conversion de su precio en moneda constante del afio
2000 (deflactacion de la serie de precios del ordenador) como hemos empezado en
la tabla siguiente;

Precio ordenador .
Afio (términos Precio ordenador
nominales) (términos reales 2000)
2000 | 1300 1300
IPC2OOO
2001 | 1275 1275212 _ 1275 131 1237
IPCs,, 135
IP 2000
2002 | 1250 1250- C12909022 =
IPC1992
2000
2003 [ 1100 1100-%=
IPC1992
2000
2004 | 950 o50-7 1o
IPCy,

Para calcular el incremento anual del precio del ordenador en términos reales,
operamos en la tabla siguiente mediante indices encadenados (intenta acabarla).

Precio ordenador | Precio ordenador Interpretacion:
Ao (términos (términos Indice Incremento
nominales) reales 2000) anual
2000 1300 1300 | -
1237,2 Ha disminuido
2001 _ e _
2001 1275 1237,2 Lo =300 0,9517 un 4,83 %
Ha disminuido
2002 1250 1178,06 un 4,78 %
1007,34
2003 1100 100734 |1 = ————=0,8551
2 1178,06
2004 950 846,02

Para conocer el incremento total y medio del periodo, calcularemos Iy v la raiz

correspondiente de indice 4.

a) Si seguimos esta evolucion, valoremos el precio que podria tener el ordena-
dor en 2008.
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Para hacer este apartado, consideremos que nos piden la estimacion en términos
corrientes del precio, suponiendo que no varia el comportamiento del 1pc ni la
evolucion del precio del ordenador en términos reales que hemos analizado en el
apartado anterior.

Para hacer estas estimaciones necesitamos el incremento medio de las dos series y,
con estos datos, podemos calcular el valor del ipc en el afio 2008:

IPCY = IPCyt - 1,0294* =147,10 - 1,0294* = 165,18

Haremos las mismas operaciones con la serie de los precios de los ordenadores en
términos reales.

Precio ordenador para el afio 2008 en términos reales del 2000 = 846,02 - 0,8982*
= 550,65 euros.

Y finalmente, hay que pasar a términos corrientes en moneda del 2008.
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Soluciones

Ejercicio 1

A continuacion presentamos el volumen total de alumnos matriculados en la Uni-
versitat Jaume I en los ultimos afios.

Numero total de alumnos matriculados
Curso 2005/2006 12676
Curso 2006/2007 12928
Curso 2007/2008 13159
Curso 2008/2009 13210
Curso 2009/2010 13904
Curso 2010/2011 14702

a) Calcula los indices para cada afio, tomando como afio de referencia el 2005
(haré referencia al curso 2005/2006). Interpreta el resultado.

b) Calcula los indices encadenados de esta serie. Interpreta los resultados.

¢) Calcula el incremento total e incremento medio anual de este periodo, a par-

tir de las cantidades originales y a partir de los indices encadenados.

d) Haz previsiones para la matricula de los cursos 2011/2012 y 2012/2013, si

consideramos que no habra cambios significativos en su comportamiento.

Solucion

a) Calcula los indices para cada afio, tomando como afio de referencia el 2005
(hara referencia al curso 2005/2006). Interpreta el resultado.

Tomaremos como fecha de referencia, los 12.676 alumnos matriculados el curso
2005/2006 y en la siguiente tabla indicaremos los cocientes correspondientes a los

indices que queremos calcular:
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Numero total [ndice
alumnos matriculados Base 2005
Curso 2005/2006 12676 LY =1
12928
Curso 2006/2007 12928 J2006 _ =
2005 — 12676 1,01988009
13159
Curso 2007/2008 13159 JR007 _ =
2005 = 12676 10381035
13210
Curso 2008/2009 13210 J2008 _ = =
2005 = 12676 1 04212685
13904
Curso 2009/2010 13904 J2009 _ =
2005 — 12676 1,09687599
14702
Curso 2010/2011 14702 J2o0 _ =
2005 — 12676 1,1598296

Para interpretar estos datos consideraremos que estos cocientes comparan dos
magnitudes en términos relativos y son cantidades que no vienen expresadas en
ninguna unidad, sino que podemos interpretarlas como porcentajes. Asi, si redon-
deamos los resultados con dos cifras decimales podremos decir:

Lr00¢ =1,02 nos indica que el nimero de alumnos del curso 2006 es un 2 % superior
al del afio 2005. También podriamos expresarlos asi Iyps = % 100 = 102 %.
L5002 =1,04 nos indica que el nimero de alumnos del curso 2007 es un 4 % supe-
rior al del 2005.

L5008 = 1,04 nos indica que el niimero de alumnos del curso 2008 es un 4 % su-
perior al del afio 2005. Indica un cierto estacionamiento en el aumento del niimero
de alumnos.

Iro0e =1,10 nos indica que el niimero de alumnos del curso 2009 es un 10% su-
perior al del 2005.

L5oos =1,16 nos indica que el nimero de alumnos del curso 2010 es un 16 % su-
perior al del 2005.

Estos indices dan idea del aumento del niimero total de alumnos de la v, conside-
rando siempre como referencia el nimero de alumnos del curso 2005 que podre-
mos considerar que seria del 100 %.
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b) Calcula los indices encadenados de esta serie. Interpreta los resultados.

Para calcular estos indices utilizaremos la siguiente tabla, que podremos comparar
con la tabla del apartado anterior:

Numero total fo
. Indice encadenado
alumnos matriculados

Curso 2005/2006 12676
12928

Curso 2006/2007 12928 L8 = === =1,01988009
12676
13159

Curso 2007/2008 13159 Lol = ——=1,01786819
12928
13210

Curso 2008/2009 13210 Loy = —==—=1,00387567
13159
13904

Curso 2009/2010 13904 2099 = =" =1,05253596
13210
14702

Curso 2010/2011 14702 1299 = ——==1,05739356
13904

Como se puede ver en estos indices, la cantidad que tomamos como referencia es
el nimero de alumnos matriculados en el afio anterior, por lo que podemos deno-
minarlos «indices encadenados» y nos permitird ver el crecimiento afio tras afo.

L5o0s =1,02 nos indica que el nimero de alumnos del curso 2006 es un 2 % supe-
rior al del 2005.

Loor =1,02 nos indica que el nimero de alumnos del curso 2007 es un 2 % supe-
rior al del afio 2006.

Loy = 1,004 nos indica que el niimero de alumnos del curso 2008 es un 0,4 %

superior al del afio 2007.

I>o0s = 1,05 nos indica que el nimero de alumnos del curso 2009 es un 5 % supe-
rior al del afio 2008.
L>o00 = 1,06 nos indica que el nimero de alumnos del curso 2010 es un 6 % supe-
rior al del afio 2009.

Estos indices dan idea del aumento del nimero total de alumnos de la uii, pero
detallando la evolucion por afios.
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c¢) Calcula el incremento total e incremento medio anual de este periodo, a par-
tir de las cantidades originales y a partir de los indices encadenados.

Para calcular el incremento total basdndonos en las cantidades originales, tan solo
hay que considerar el nimero de alumnos de los primeros y ultimos cursos, para com-
pararlos. Este concepto corresponde al tltimo indice calculado en el apartado a). Asi:

2010 _ 14702

2005712676
alumnos se ha incrementado en un 16 % en el periodo estudiado.

=1,16 que ya hemos comentado que nos indica que el nimero de

Para obtener el incremento medio anual, habra que considerar la raiz con un indice
que viene dado por el nimero de incrementos que contiene el periodo estudiado.
Notamos que corresponde al nimero de afios menos uno. Asi, en nuestro ejercicio:

14702 _ 1,1598296 =1,03
12676
y podremos interpretar que este crecimiento total del 16 % seria equivalente a un

crecimiento constante anual del 3 %.

Resefiamos que en estos céalculos ya hechos hemos utilizado el nimero de alumnos
del primer y tltimo curso que consideramos en el periodo.

En otras magnitudes podemos no conocer estas cantidades, pero si los incrementos
anuales o indices encadenados que nosotros hemos obtenido en el apartado b). En
este caso también podremos calcular este incremento total e incremento medio
anual. Veamos:

2010 2006 2007 2008 2009 2010 __
12005 - 12005 12006 12007 12008 12009 -

12928 13159 13210 13904 14702 14702
12676 12928 13159 13210 13904 12676
= 1,01988009 - 1,01786819 - 1,00387567 - 1,05253596 - 1,05739356 = 1,1598296

que nos permite interpretar que en el periodo considerado el numero de alumnos
ha aumentado un 16 %.

Para calcular el incremento medio, calcularemos pues la raiz quinta del producto
de los indices (el indice de la raiz coincide con el nimero de indices que forman
el producto).

5[ 72006 | 72007 | 72008 | 72009 72010  _
\/ Dyoos " Taoos " Lao07 “ Laoos oo =

$/1,01988009-1,01786819-1,00387567-1,05253596:1,05739356 = §/1,1598296 =1,03

que interpretaremos como un incremento anual constante del 3 %.
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d) Haz previsiones para la matricula de los cursos 2011/2012 y 2012/2013, si
consideramos que no habrd cambios significativos en su comportamiento.

Para hacer previsiones hay que partir de la hip6tesis de que el incremento medio
anual que hemos obtenido en el apartado anterior, podria ser una estimacion del
incremento anual de los afios que estdn por venir y que, a partir del Gltimo dato
conocid, calcularemos las cantidades de alumnos que podremos esperar.

Asi, para estimar la cantidad de alumnos que podemos esperar que se matricule en
el curso 2011/2012, sera de 14.702 - 1,03 = 15.143 alumnos.

Y para estimar la cantidad de alumnos que podremos esperar para el curso
2012/2013 hay que considerar que pasaran dos anos desde la fecha de la tltima
cantidad de alumnos real 14.702 - 1,032 = 15.507 alumnos.

Notamos que por previsiones o estimaciones partiremos del ultimo dato real y lo
multiplicaremos por el incremento medio anual que hemos calculado previamente,
y elevandolo al nimero de afios o periodos que estan por venir.

Ejercicio 2

En la siguiente tabla se muestran los datos del N1 que hacen referencia al total de
visitantes a los parques nacionales de Espaia, en los anos indicados.

Naturaleza y biodiversidad
Zonas protegidas
Numero de visitantes por nacionalidades y periodo

Unidades: numero de personas

Total
2000 10252799
2001 10002517
2002 9661493
2003 10296382
2004 11134880
2005 10743480
2006 10979470
2007 10864738
2008 10222818
2009 9952606

Fuente: Ministerio de Medio Ambiente y Medio Rural y Marino. Red de
Parques Naturales
Copyright N 2011
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a) Calcula los indices para cada afio, tomando como afio de referencia el 2000
e interpreta los resultados.

b) Calcula los indices encadenados de esta serie. Interpreta los resultados.

c¢) Calcula el incremento total e incremento medio anual de este periodo, a par-
tir de las cantidades originales y a partir de los indices encadenados.

d) Haz previsiones del nimero de visitantes de los parques considerados para
los afios 2010, 2011 y 2012, si consideramos que no hubiera cambios signi-
ficativos en el comportamiento de la afluencia.

Fuente: INE

Solucion

a) Calcula los indices para cada afio, tomando como afo de referencia el 2000
e interpreta los resultados.

Tomaremos como fecha de referencia, los 10.252.799 visitantes que recorrieron los
parques naturales de Espafa en su totalidad en el afio 2000 y en la siguiente tabla
indicaremos los cocientes correspondientes a los indices que queremos calcular:

Numero total Indice
visitantes Base 2000
2000 | 10252799 | L0 =1
10002517
2001 | 10002517 | I3 = —————— =0,97558891
10252799
9661493
2002 | 9661493 | Ijo00 = ———— =0,94232736
10252799
10296382
2003 | 10296382 | I8 = —————— =1,00425084
10252799
11134880
2004 | 11134880 | D50 =——— =1,08603319
10252799
10743480
2005 | 10743480 | Ijos = ————— =1,04785825
10252799
10979470
2006 | 10979470 | ;2006 _ ——————=1,07087538
2000 = 10252799
10864738
2007 | 10864738 | ;2007 _ —————=1,05968507
2000 — 10252799
10222818
2008 | 10222818 | 2008 _ ——————=0,99707582
2000 = 10252799
9952606
2009 | 9952606 | j2009 _ = =097072087
2000 = 10252799
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Para interpretar estos datos consideraremos que estos cocientes comparan dos
magnitudes en términos relativos y podemos interpretarlas como porcentajes. A
diferencia del apartado anterior, esta magnitud disminuye y crece segiin de qué
periodo sean los datos. Asi, si redondeamos los resultados con dos cifras decima-
les podremos decir:

Loy = 0,98 nos indica que el niimero de visitantes ha disminuido un 2 % del afio
2000 al 2001.

L0 = 0,94 nos indica que el niimero de visitantes ha disminuido un 6 % del afio
2000 al 2002.

L300 =1,004 nos indica que el niimero de visitantes ha aumentado un 0,4 % del
afio 2000 al 2003.

Loy =1,09 nos indica que el niimero de visitantes ha aumentado un 9 % del afio
2000 al 2004.

Lo = 1,05 nos indica que el néimero de visitantes ha aumentado un 5 % del afio
2000 al 2005.

Loe =1,07 nos indica que el namero de visitantes ha aumentado un 7 % del afio
2000 al 2006.

Lo = 1,06 nos indica que el niimero de visitantes ha aumentado un 6 % del afio
2000 al 2007.

Loos = 0,997 nos indica que el niimero de visitantes ha aumentado un 0,3 % del
afo 2000 al 2008.

Loes = 0,97 nos indica que el ntimero de visitantes ha aumentado un 5 % del afio
2000 al 2009.

Estos indices dan idea de las variaciones en el numero de visitantes a los parques
de Espana, a pesar de que tan solo consideran los valores del comienzo y la fina-
lizacion del periodo referido y no se reflejan las fluctuaciones dentro del periodo.

b) Calcula los indices encadenados de esta serie. Interpreta los resultados.

Para calcular estos indices, utilizaremos la siguiente tabla, que podremos compa-
rarla con la del apartado anterior:
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Nur.n.e ro total indice encadenados
visitantes
2000 | 10252799

10002517

2001 | 10002517 | 13000 = ————— =0,97558891
10252799
9661493

2002 | 9661493 | Iyor = —— =0,96590618
10002517
10296382

2003 | 10296382 | I = ————— =1,06571334
9661493
11134880

2004 | 11134880 | 003 = ———— =1,08143618
10296382
10743480

2005 | 10743480 | Ires = ————— =0,96484919
11134880
10979470

2006 | 10979470 2006 _ ————— = 1,02196588
L3005 = 10743480
10864738

2007 | 10864738 | ;2007 _ —————=0,98955032
2006 — 10979470
10222818

2008 | 10222818 2008 _ —— o =0,94091712
L3007 = 10864738
9952606

2009 | 9952606 | 2009 _ —————=0,97356776
2008 — 10222818

Como se puede ver en estos indices, la cantidad que tomamos como referencia es
el nimero de visitantes de los parques del afio anterior, por lo que podemos deno-
minarlos «indices encadenados» y nos permitird ver el crecimiento afio tras afo.

Lrog = 0,98 nos indica que el niimero de visitantes ha disminuido un 2 % del afio
2000 al 2001.
Lot =0,97 nos indica que el namero de visitantes ha disminuido un 3 % del afio

2001 al 2002.

I = 1,07 nos indica que el niimero de visitantes ha disminuido un 7 % del afio
2002 al 2003.
L5005 = 1,08 nos indica que el namero de visitantes ha disminuido un 8 % del afio

2003 al 2004.
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L>oos = 0,96 nos indica que el niimero de visitantes ha disminuido un 4 % en 2004

a 2005.

L3o08 =1,02 nos indica que el namero de visitantes ha disminuido un 2 % en 2005
a2006.

Loor =0,99 nos indica que el namero de visitantes ha disminuido un 1 % del afio
2006 al 2007.

L>o0s =0,94 nos indica que el namero de visitantes ha disminuido un 6 % del afio
2007 al 2008.

Loog =0,97 nos indica que el nimero de visitantes ha disminuido un 3 % del afio
2008 al 20009.

Estos indices dan idea del aumento del nimero total de visitantes en todo el perio-
do detallando la evolucion por afios, por lo que podemos diferenciar los afios en
que el nimero ha aumentado y en los que ha disminuido.

¢) Calcula el incremento total e incremento medio anual de este periodo, a par-
tir de las cantidades originales y a partir de los indices encadenados.

Para calcular el incremento total basdndonos en las cantidades originales, tan solo
hay que considerar el nimero de visitantes del primer y Gltimo afio del periodo por
analizar. Este concepto corresponde al tltimo indice calculado en el apartado a). Asi:

0,97 nos indica que si comparamos las visitas del afio 2009 con las del afio 2000,
veremos que han disminuido un 3 %.

Para obtener el incremento medio anual, habra que considerar la raiz con un indice
9 que viene dado por el nimero de incrementos que contiene el periodo estudiado.
Notamos que corresponde al nimero de anos o datos menos uno. Asi, con los datos

del ejercicio:
2/M =3/0,97072087 = 0,9967
10252799

que podremos interpretar como que la evolucion total de disminucion del 3 % es
equivalente a una disminucion anual del 0,33 %. Diremos que el incremento anual
medio es del —0,33 %.

Resefiamos que en estos calculos que hemos hecho, tan solo hemos utilizado el
nimero de visitantes de los parques de los afios 2000 y 2009.
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Veamos también como se pueden calcular estos mismos incrementos totales y me-
dio, basdndonos en los indices encadenados que hemos obtenido en el apartado b).

2009 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 _
I 2000 — I 2000 I 2001 I 2002 I 2003 I 2004 I 2005 I 2006 I 2007 I 2008

=0,97558891 - 0,96590618- 1,06571334 - 1,08143618 - 0,96484919 - 1,02196588
- 0,98955032 - 0,94091712 - 0,97356776 = 0,97072087

Para conocer el incremento medio, calcularemos pues la raiz novena del producto
de los indices (el indice de la raiz coincide con el numero de indices que forman
el producto).

of 72001 72002 | 72003 _ 72004 _ 72005 , 72006 _ 72007 _ 72008 _ 72009
\/ Loooo oot “ Loz “Taoos “Lao04 * La00s “La00s * Ta007 * Taoos

2/0,9756 - 0,9660- 1,0657 - 1,0814 - 0,9648 - 1,0220 - 0,9896 - 0,9409 - 0,9736 =

Y 0,9707 =0,9967

que interpretaremos como un disminucion anual constante del 0,33 %.

d) Haz previsiones del numero de visitantes de los parques considerados para
los afios 2010, 2011 y 2012, si consideramos que no hubiera cambios signi-
ficativos en el comportamiento de la afluencia.

Para hacer previsiones hay que partir de la hipétesis de que el incremento medio
anual que hemos obtenido en el apartado anterior, podria ser una estimacion del
incremento anual de los afios que estan por venir y que, a partir del ultimo dato
conocido, calcularemos las cantidades de visitantes que podremos esperar para los
afios 2010, 2011 y 2012:

9952606 - 0,9967 = 9919762 visitantes
9952606 - 0,9967> = 9887027 visitantes
9952606 - 0,9967° = 9854400 visitantes

Notamos que por previsiones o estimaciones partiremos del ultimo dato real y lo
multiplicaremos por el incremento medio anual que hemos calculado previamente,
y elevandolo al numero de afios o periodos que estan por venir.
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Ejercicio 3

A continuacion presentamos las variaciones porcentuales del volumen de ventas
de cierta superficie comercial, en los Gltimos afos.

Aiio Variaciones del volumen de ventas (%)
2006 -3,13
2007 -2,15
2008 +2,12
2009 +3,15
2010 +4,12
2011 +4,31

a) Calcula los indices de las ventas de cada afio, tomando como referencia el
afno 2005 y los indices encadenados.
b) Calcula la variacion o incremento medio anual y total de las ventas en este

periodo.

c) Estima las ventas de los dos afios siguientes si suponemos que no hay cam-
bios significativos en el comportamiento de las ventas en estos afios.

Solucion

a) Calcula los indices de las ventas de cada afio, tomando como referencia el
afno 2005 y los indices encadenados.

Hay que ver que los datos de este ejercicio se diferencian de los dos anteriores, ya
que en este caso los datos son incrementos porcentuales anuales, por lo que los da-
tos de la tabla se podran «traducir» y convertirse en indice encadenados, tal como
se indica en la siguiente tabla:

Afio Variaciones del Indices
volumen de ventas (%) encadenados
2006 3,13 1208 =0,9687
2007 2,15 Lol =0,9785
2008 +2,12 Lo =1,0212
2009 +3,15 Lo =1,0315
2010 +4,12 Lose = 1,0412
2011 +4,31 Loty =1,0431
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Podemos ver como calculamos estos indices. A tal fin, le sumamos o restamos a 1
el incremento, y asi convertiremos el tanto por ciento en tanto por uno:

Loee =1-0.0313 =0,9687
ool =1-0,0215=10,9785
Loy =1+0,0212 = 1,0212
I = 1+0,0315=1,0315

Y asi con el resto de valores de la columna de la derecha de la tabla.

Para calcular los indices de base 2005, multiplicaremos los indices anteriores:

Lol = 12508 1297 =0,9687 - 0,9785 = 0,9479
Looos = 2508 2007 2% — 0,9687 - 0,9785 - 1,0212 = 0,9680
L0 = 2508 2507 298 1299 — 0,9687 - 0,9785 - 1,0212 - 1,0315 = 0,9985

2010 _ 72006 . 72007 _ 72008 | 72009 | y2010 _
L3005 = Taoos * Tro06 “ Ta007 * Tooos * Toono =

=0,9687 - 0,9785 - 1,0212 - 1,0315 - 1,0412 =1,0396

2011 _ 72006 , 72007 _ 72008 _ 72009 72010 _ y2011 _
L3005 = Too0s * Lao06 “ o007 L2008 “ Tao00 “ Lr010 =

=0,9687 - 0,9785 - 1,0212 - 1,0315 - 1,0412 - 1,0431=1,0844

Presentaremos todos los indices en la siguiente tabla:

Afio Variaciones del Indice Indice
volumen de ventas (%) encadenados Base 2005

2006 3,13 Looe =0,9687 | Inoe =0,9687
2007 2,15 Looe =0,9785 | Ioe =0,9479
2008 +2,12 Loy =1,0212 | Iroes =0,9680
2009 +3,15 Loos =1,0315 | I3905 =0,9985
2010 +4,12 12009 =1,0412 | I3s? =1,0396
2011 +4,31 Lls =1,0431 | Logs =1,0844

Si interpretamos los indices de la ultima columna podremos ver el incremento
global en el volumen de ventas de la superficie, en la casilla inferior. Este indice
indica un aumento de +8,44 % en el periodo analizado.

b) Calcula la variacion o incremento medio anual y total de las ventas en este
periodo.
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Para calcular el incremento total de las ventas tan solo hay que interpretar el indice

L = 1.0844, el cual nos indica que las ventas han aumentado un 8,44 % en el

periodo analizado.

Podemos recordar que este indice lo hemos calculado multiplicando los indices en-
cadenados que hemos «construido» con los datos de los porcentajes del enunciado.

Para determinar el incremento medio anual, calculamos la raiz de indice 6, ya que
hacemos una media geométrica con los indices de cada afio.También podemos
partir del indice que representa el incremento total del periodo.

Asi, el incremento medio anual es

§/0,9687 -0,9785 - 1,0212-1,0315 - 1,0412 - 1,0431 = §/1,0844 =1,0136

que podemos interpretar como que el aumento total es equivalente a un incremen-
to anual constante del 1,36 %.

c) Estima las ventas de los dos afios siguientes si suponemos que no hay cam-
bios significativos en el comportamiento de las ventas en estos afios.

No podemos estimar las ventas porque no conocemos la magnitud de las ventas
de ningun afio para cogerlo de referencia ya partir de ¢l calcular las ventas del afio
que nos interesa.

Ejercicio 4

A continuacidn presentamos los valores del indice de precios al consumo, 1pc, que
podemos consultar en la pagina del INE y que hace referencia a los datos en base a
2001 y 2006.

Por razones que habra que estudiar en la teoria, en ciertos momentos hay que hacer
un cambio en el afo de referencia y se empieza a obtener la nueva serie del 1pc, co-
menzado de nuevo con el valor 100. Diremos que ha habido un «cambio de base».

A menudo, como podrdas ver en ejercicios posteriores, hay que utilizar en un mis-
mo cdalculo el valor del 1pc de afios que corresponden a periodos de bases diferen-
tes, y necesitaremos trabajar con todos los valores del ipc referidos a una misma
base. Estos datos los podras encontrar ficilmente en la pagina web del INE, pero
en este ejercicio vamos a ver como se calculan los valores de las casillas que estan
sombreadas en gris.

En primer lugar, presentamos la tabla de los valores del ipc desde el afio 2002 al
2006 en base 2001.
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Indice de precios al consumo
Medias anuales. Base 2001

Nacional por general y Grupos coicop

Unidades: Indice y tasas

General

Media anual

2006 117,624
2005 113,63
2004 109,927
2003 106,684
2002 103,538

Y a continuacion, los datos de los valores del ipc desde el afio 2006 al 2010 en base
2006, aunque estan afiadidos los valores de las casillas gris que corresponden a los
valores obtenidos «a posteriori» para facilitar los trabajos de célculo referidos a
periodos de diferentes bases.

indice de precios al consumo
Medias anulales. Base 2006

Indices nacionales: general y de grupos coicop
Unidades: Base 2006=100

General

Media anual

2010 108,588
2009 106,668
2008 106,976
2007 102,787
2006 100

2005 96,604
2004 93,456
2003 90,699
2002 88,024

Explica como se han obtenido los datos de las casillas sombreadas en gris, averi-
guando el valor del enlace.
Fuente: INE
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Solucion

Este proceso que denominamos «cambio de base» tan solo es la transformacion de
los valores del ipc para asegurarnos la proporcionalidad en la cadena de los valores
de los periodos anteriores al momento en que, por razones que no vienen al caso,
el INE realiza esta actualizacion y, por tanto, comienza una nueva serie de valores
partiendo del 100.

Veamos que el célculo es tan solo la resolucion de una proporcionalidad (regla de
tres) donde hay términos fijos que nos permitiran encontrar el valor del enlace.

En la primera tabla tenemos los valores del ipc correspondientes al periodo 2002-
2006 en base 2001. Pero llegado el afio 2006 se decide un cambio de base y como
se puede ver en la segunda tabla, tenemos una nueva serie de datos que comienza
en el afio 2006 con un 100. En alguna situaciéon que veremos en ejercicios pos-
teriores necesitamos utilizar el irc de los dos periodos, por lo que es necesario
conocer todos los datos referidos a la misma base para no romper la continuidad
de la secuencia que refleja el comportamiento de los precios al consumo y, por
consiguiente, se convierte en uno de los principales indicadores de la inflacion y
de los devenires econdémicos de un pais.

Veamos, pues, como se calculan los valores de las casillas sombreadas en gris.
Son los valores de los antiguos 1pc en la nueva base. Para su célculo, tan solo hay
que plantear los datos implicados para asegurarnos la proporcionalidad real en la
evolucion de los precios.

Veamos los datos de 2002:

Para calcular el dato desconocido

2002 2006 )

1pcee - PG IPCog 103538100 _ 5 53 100 _ ;5 538 0,502 =
IPC™™ 117,624 117,624
— 88,025

Del mismo modo, el resto de afios repetimos el proceso:

2003 2006 K

1pcz - PG PGy, 106888100 _ 6 04 100 _ 196 684 - 0,550 =
IPC" 117,624 117,624

= 90,699

IP 2004 | IP 2006 X

1pczes - IPCani IPCog | 109927100 _ g 557 100 _ ;9 957,850 =
IPC™ 117,624 117,624

= 93,456
2005 , 2006 K

IPCZZ(())(())E _ IPCy,, - IPCjop6 _ 113,63100 _ 113,63 100 _ 113.63 - 0.8502 =
IPCyor 117,624 117,624
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96,604

Es evidente que para obtener los valores del 1pc del ano «y» en base 2006 hemos
2006
2006
2006
2001

que hemos resefiado en rojo y es lo que denominaremos «enlace técnico».

multiplicado el ipc del afio «y» en base 2001 por la fraccion el valor de la

Aunque no se contempla en el ejercicio, si dividimos los valores del ipc de la
segunda tabla por este «enlace técnico», también podriamos obtener los 1pc del
periodo 2006-2010 en base 2001.

La tabla completa quedaria:

2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
e 103,538 | 106,684 | 109,927 | 113,63 | 117,624 | 120,902 | 125,829 | 125,467 | 127,726
Base2001
re 88,024 | 90,699 | 93,456 | 96,604 100 102,787 | 106,976 | 106,668 | 108,588
Base2006

Ejercicio 5

Calcula los indices de precios y cantidades de los articulos A, B y C mediante las
formulas de Laspeyres y Paasche, de los afios 2008, 2009 y 2010 en funcién del
afno 2008, utilizando los datos de las siguientes tablas donde estan indicadas las
cantidades ¢; y precios p, que hay que conocer.

2008 2009 2010
Precio | Cantidad | Precio | Cantidad | Precio | Cantidad
bi qi bi qi Pi q;
Art. A| 12 100 14 112 15 115
Art. B 10 50 8 65 7 72
Art. C 5 20 10 10 15 5

Solucion
Indice de precios de Laspeyres

Para calcular estos indices, empezaremos por conocer y deducir la férmula que
emplearemos. Hemos reducido su célculo a tres articulos pero no olvidemos que este
calculo se extiende a la totalidad de articulos representativos del consumo de las
familias en un pais (véase ECPF).
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EP “Pio " 0o 2}%; dio
Frvern = 2p,o 9o 21’[0 “4io
i

donde ¢ es el afio actual y 0 serd el afio que tomaremos como referencia en la com-
paracion. Si se trata de indice encadenados podriamos decir afios #-1 y t.

p, sera el precio del articulo y el afio ¢
p,, sera el precio del articulo y el afio 0
g, sera la cantidad del articulo y el afio ¢
q,,seré la cantidad del articulo y el afio 0

es una media ponderada donde el «peso» de cada articulo p, - g, es el valor del
articulo en la «cesta de la compra» del afio de referencia y permanecera constante
a lo largo del periodo mientras no se cambie la base. Un inconveniente de este
método es que si la importancia de los articulos en los habitos de consumo cambia
mucho, estos coeficientes quedan desfasados.

Asi:
2008
Lprecias 2008 = 1

2 Pi2009 * 9i2008
2000 _ 5 14100+850+1020 2000

precios (g Epi2008 G008 T 12100 + 1050+ 520 1800

=1111

E Pi2010 “49i2008
I 2010 _ 5 _15-100+7-50+15-20_ 2150

precios (g 2pi2008 s 12100 +1050+ 520 1800

=119

Se puede comprobar que el denominador no varia y tan solo hay que actualizar los
precios de los articulos en el periodo nuevo por comparar. Esto es una gran ventaja
de esta formula.

Indice de cantidades de Laspeyres

En este caso vamos a estudiar la evolucion de las cantidades demandadas y para
la ponderacion se utilizan los mismos coeficientes del apartado anterior p - g

2 qqlt "Pio " qio 2(]” Pio
canttdadeso 2 Dio " 490 2 Pio “4io0
i

i0”
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Asi:

2008
Lcantidades 2008 = 1

2 42009 * Pi2008
I 2000 _ 5 11212+6510+105 2044

. _ =1,136
cantidades g 2 Piroos * in0os T 12100+ 1050+ 520 1800
E Pi2010 " 42008 11512 4 7210+ 505 2350

2010 _ 7 = + + = =1,306

cantidades = = =
2008 2 DPinoos *dinoog 12100 +10-50+ 520 1800

Indice de precios de Paasche

E Ln “pi i Ep,t i
mmso 2 Pio "4qir 2 Pio "4ir
i

es una media ponderada donde el «peso» de cada articulo p,, - ¢, intenta mejorar
la propuesta de Laspeyres, evitando en cierto modo el desfase, ya que recoge la
importancia del articulo al considerar la cantidad en el periodo comparar.

Asi:
2008 _ 1
precios ()8

2 Pi2009 " 9i2009
p 2000 _ T _14-112+8-65+10-10_2188

2009 = =22°% 1,070
P08 TN s s 1211241065+ 510 2044
i
2 Pi2010 " 92010
2010 _ 5 15115+ 772+ 1550 ~ 2979 _ 1268
precier2008 2 Pioos *dinoge 1211541072+ 550 2350
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Indice de catidades de Paasche

Ston S
canndadeso 2 dio * Pir 2 dio " Pir
i

Esta propuesta, como que analiza la evolucion de las cantidades, considera como
coeficiente g, p,, que indica el «peso» de cada articulo, el precio del afio t para
actualizar la importancia del articulo.

Asi:

2008
Lcantidades 2008 = 1

2191'2009 * 42009
2009 _ 14112+865+1010 2188

f)canttdades 1’094
2008 2 92008 * 2009 14 100 + 850+ 10 20 2000

2191'2010 *qi2010
p 2010 _ 5 15115+772+1550 2979

cantidades
2008 2 di2008 * Pi2010 15 100 + 7-50 + 15 20 2150

=1,386

Como se puede ver en estos indices, en cada uno calculado por las formulas de
Paasche, hay que determinar siempre tanto el numerador como el denominador
de cada fraccion. Esta diferencia que nos puede parecer irrelevante para tres articu-
los, no lo parece igual para la gran cantidad de datos que hay que trabajar para el
calculo del 1pc y con los recursos tecnologicos de tiempo atras.

Ejercicio 6

Supongamos que compramos una vivienda por 16.125.000 ptas. en diciembre de
1998 y la hemos vendido en diciembre de 2006 por un valor de 240.000 euros.
Averigua el porcentaje de beneficios o pérdidas que hemos tenido en la operacion.

Nota: Para realizar las operaciones consultaremos los valores del ipc que necesi-
tamos en la pagina web del INE. www.ine.es (seria interesante calcular este incre-

mento con el ipc general y con el 1pc del grupo de la vivienda).

El cambio de moneda que consideraremos es 1 € = 166,386 ptas.

@ P.Juan Verdoy | M. J. Beltran | M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia100

indice



Solucion

Para empezar a comparar habrd que trabajar en una unica moneda. Decidimos
trabajar en euros. Es obvio que el resultado en términos relativos o porcentajes no
varia si trabajamos en pesetas.

Para transformar 16.125.000 ptas. a euros utilizaremos el cambio que propone
la nota (1 € = 166,386 ptas.) por lo que, 16.125.000 / 166,386 = 96.913,20 euros
en términos corrientes de diciembre de 1998. Para averiguar cudl seria su valor
equivalente en términos corrientes del afio 2006, hay que hacer la siguiente trans-

formacion:
IPC 6 117,624
96913,20- WL _ 9691320- 1102 _ 15406101 €
IPCos 91,223
d

En las paginas del INE se pueden obtener estos datos.

IPClggy =123,791  IPC3y; =100
IPCY) =135,702  IPCI0S =117,624

Y como necesitaban averiguar el valor de /PCo0%, hemos procedido como se ex-
plica en el ejercicio 4:

IPCoS - IPCa 123,791:100
IPC;(QJ?)? = — 2001 2oL = = 91,223
IPCY) 135,702

Estos 124.961,01 euros serian el valor equivalente, en cuanto a poder adquisitivo,
del valor de compra de la vivienda en el afio 2006.

Como en el enunciado se dice que la hemos vendido por 240.000 euros, vamos a
calcular los beneficios en términos relativos a partir del concepto de indice:

240000
124961,01

o

Este cociente nos permite interpretar que tenemos un beneficio del 92 %, es decir,
casi se ha duplicado el valor de la vivienda en el periodo de 8 afios que hemos
contemplado.

Nota: Para realizar los calculos hemos utilizado las medias anuales del ipc, pero
se podria hacer también con los valores del 1pc exactamente los meses de compra
y venta, asi como elegir los 1pc del grupo de vivienda en lugar de la ipc general.
Dejemos estas variantes para el trabajo del lector.
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Ejercicio 7

En la siguiente tabla mostramos los datos de los impuestos municipales de cierta
vivienda en los ultimos afios.

~ Importe impuesto municipal
Ario L .
(términos nominales)
2006 503,24
2007 515,65
2008 536,73
2009 578,84
2010 584,42

Para analizar su evolucion,

a) Deflacta la serie, convirtiéndola en monedas constantes del 2006.

b) Calcula los indices que nos permitiran estudiar su evolucion afio por aflo, en
términos reales o monedas constantes del afio 2006. Interpreta los resultados.

c¢) Calcula el incremento total e incremento medio en el periodo en términos
reales.

d) Suponiendo que los impuestos sigan este comportamiento, averigua el valor

en términos nominales o monedas corrientes para los afios 2011, 2012 y
2013.

Nota: Para resolver este ejercicio, utilizaremos los valores de la media anual del
IPC general que necesitamos, obteniéndose los de la pagina web del INE. www.ine.es.
Solucion

Para analizar su evolucion,

a) Deflacta la serie, convirtiéndola en monedas constantes del 2006.

A tal fin, es necesario que consultemos los valores del ipc de estos afios. To-
maremos las medias anuales del 1pc general. Hay que insistir en que todos los
indices que trabajamos en el mismo ejercicio deben estar en la misma base; de

lo contrario, hay que hacer el cambio de base que proceda, tal y como se explico
en el ejercicio 4.
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Presentamos los resultados en la siguiente tabla:

Importe impuesto . ..
Afio municipal Impo’rte impuesto municipal
(términos nominales) (términos reales 2006)
2006 503,24 503,24
IP 2006
2007 515,65 515,65-2Cms _51565._100__ 50 67
IPC 102,787
IP 2006
2008 536,73 536,73-2Cums _53673._100 50 7
IPC2006 )
2006
2009 578,84 578.84-10Cms _s7884. 100 549 66
IPC2006 s
2006
2010 584,42 584,42 10Com _sg4 49, 100 _ 534 9
IPC 108,588

Con esta operacion, le hemos «eliminado» al importe del impuesto, el efecto de la
inflacién y podremos analizar «en términos reales» su evolucion como tal magni-
tud, salvo las influencias de los devenires de la economia general que se reflejan
en las variaciones del indice de precios.

b) Calcula los indices que nos permitiran estudiar su evolucion afo por afio, en
términos reales o monedas constantes del afio 2006. Interpreta los resultados.

Nos piden los indices encadenados con los valores de la tltima columna de la tabla

anterior:
Importe Importe
impuesto impuesto
Ano municipal municipal Indice Interpretacion
(términos (términos
nominales) reales 2006)
2006 503,24 50324 | -
o 501,67 Ha disminuido un 0,3 %
2007 515,65 501,67 =——=0,
00 503,24
501,73 Podemos considerar que
2008 | 536,73 501,73 o = oL 1,0001 es constante
54266 Ha aumentado un 8,2 %
2009 | 578,84 542,66 Ls = ———=1,082
2% 501,73
538.20 Ha disminuido un 0,8 %
2010 | 584,42 538,20 Ly =———=0,992
542,66
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En general, vemos que en términos reales era un importe que permanece estable
en el periodo analizado, ya que la evolucion del importe es paralela a la evolucion
del 1pc, excepto en el ano 2009 que de manera puntual hace un aumento del 8,2 %.

Podemos ver con mas claridad esta evolucion, cuando hemos «borrado» el efecto
de la inflacion.

c¢) Calcula el incremento total e incremento medio en el periodo en términos
reales.

Para calcular los incrementos que nos planteamos, es mas comodo partir de los da-
tos de la magnitud. En este caso, nos referimos al importe del impuesto municipal
en términos reales del 2006.

Para calcular el incremento total del periodo, interpretaremos el indice:

oo 53820 oo

2006 ’

503,24

que nos permite afirmar que el importe del impuesto ha aumentado un 6,9 % en
términos reales en el periodo considerado.

Para calcular el incremento medio anual, calcularemos la raiz siguiente:

41,069 =1,017

que nos permite afirmar que el incremento total del 6,9 % es equivalente a un in-
cremento constante anual del 1,7 % durante 4 afios.

Queremos senalar que estos resultados también se podrian obtener a partir de los
indices «encadenados», aunque no es razonable si disponemos de los valores de la
magnitud por analizar.

Asi, el incremento total del periodo seria:

0,997 - 1,0001 - 1,082 - 0,992 = 1,07

que seria un 7 % de aumento total en el periodo. La diferencia (un décima) se debe
a los errores del redondeo de cada uno de los indices.

El incremento medio anual se obtendria también:

4/0,997 -1,0001-1,082- 0,992 = 4/1,0702 = 1,017

que da el mismo resultado que hemos comentado antes.
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d) Suponiendo que los impuestos sigan este comportamiento, averigua el valor
en términos nominales o monedas corrientes para los afios 2011, 2012 y
2013.

Como nos piden que demos el resultado en moneda corriente o términos nomina-
les tendremos que estimar los posibles valores del ipc en los afios venideros, para
operar de una manera similar en el apartado a) pero en sentido opuesto.

A tal fin, obtendremos el incremento medio anual del ipc de los afios del periodo
estudiado, a partir de los valores del primer y Gltimo afio.

IPC3o00 1 : :

22%%66 _ 108,588 1,08588 y para obtener el incremento medio anual del 1pc del
IPC3006 100
periodo calcularemos la raiz cuarta correspondiente,

$/1,08588 =1,0208 que nos permite afirmar que dicho incremento es del 2,08 %
anual.
Asi, basandonos en este resultado, podremos estimar el 1pc de los siguientes afios:

IPC2I! = [PC21° -1,0208 = 108,588+1,0208 = 110,847

IPCX12 = [PC210-1,02087 = 108,588 1,0208% = 113,152
IPCX1 = [PC2Y 1,0208° =108,588-1,0208" = 115,506

Calcularemos primero el importe del impuesto en términos reales, aplicando el
incremento medio anual (1,7 %) sobre el valor de este importe del afio 2010, es
decir, 538,20 euros en términos reales de 2006.

Ano 2011 = 538,20 - 1,017 = 547,25
Afio 2012 = 538,20 - 1,017 ? = 556,46
Afio 2013 = 538,20 - 1,017 * = 565,82

Como estos resultados estan expresados en términos reales del afio 2006, hay que
convertirlos a términos nominales:

o 110,847
Afio 2011 — 547,25-2PCams _ 547 5. - 606,61
PCs 100
o1 113,152
Afi0 2012 = 556,46 12Cms _ 556 46- - 629,65
PC2006 100
o1 115,506
Afi0 2013 = 565,82 -2 _ 565 8. = 653.56
100

2006

Tan solo notar que esta estimacion estd hecha bajo la hipotesis de que tanto el 1pc
como el importe del impuesto, evolucionara al ritmo anual que indique el incre-
mento medio anual de cada una de las magnitudes.
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En este ejercicio, a pesar de todo, parece que este incremento no refleja la realidad
del comportamiento del importe del impuesto, que ya hemos comentado que ha
sido estable la mayor parte del periodo y solo experiment6 un importante aumento
del 8 % en el afio 2009, de manera puntual. Esta matizacién hace que las estima-
ciones, en cierto modo, pierdan cierta fiabilidad.

Ejercicio 8

En la tabla siguiente se indica el valor de la ndmina mensual de un trabajador en
los ultimos afios.

Afo Noémina mensual (€)
2007 2034,75
2008 2062,13
2009 2218,61
2010 2253,67
2011 2181,75

Estudia la pérdida o ganancia de su poder adquisitivo para cada afio y de todo el
periodo global, considerando los valores de la media anual del 1pc general que
puedes encontrar en la pagina del INE.

Solucion

Seria conveniente recordar en este momento el concepto de pérdida o ganancia de
poder adquisitivo. Se puede decir que nosotros ganamos poder adquisitivo (capa-
cidad de compra de bienes de consumo) si el salario que percibimos este afo esta
por encima de lo percibiriamos si nuestro salario hubiera sido incrementado en el
mismo porcentaje que aumentan los precios de estos bienes. Podriamos razonar
de la misma manera para definir la pérdida de poder adquisitivo cuando nuestro
salario queda por debajo de lo que tendriamos si la hubieran incrementado con el
mismo porcentaje que los precios.

El incremento de estos precios esta reflejado en el ipc que publica el INE cada mes.
Nosotros tomaremos la media anual general de este indice que podremos encon-
trar facilmente en la web de este organismo.

Ahora bien, como hacemos un analisis en términos relativos y damos el resultado
en porcentajes, veamos en la siguiente expresion, como el salario concreto del que
partimos, no es necesario en el estudio de la evolucion del poder adquisitivo:
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Ganancia o pérdida de poder adquisitivo = A, =

oder adquisitivo

salario nuevo _ salario anterior(1+ A ... _ A+A, )

" salario actualizado segun IPC salario anterior(1+ A ) A+A,)

La pérdida o ganancia del poder adquisitivo, pues, se calcula a partir de la compa-

racion de los incrementos anuales del salario (A . )y del e (A,.,) paralelamente.

alario PC?

A tal fin, comenzaremos por calcular los indices «encadenados» de los salarios,
que nos permitiran averiguar los incrementos salariales anuales. En la siguiente
tabla se detallan calculos y resultados.

Anio | Nomina mensual (€) indice
2007 2034,75 | e e
208 2062,13
2008 2062,13 Loy = =1, Ha aumentado 1,4 %

2034,75

oo 2218,61

2009 2218.,61 Lyos = m =1,076 | Ha aumentado 7,6 %
2010 2253.67 o 225367, H tado 1,6 %
) 2009 2218,61 ) a aumentado 1, 0

2181,75
2011 2181,75 I = 567 0,968 | Ha disminuido 3,2 %

Consultaremos la pagina del INE para encontrar los valores del 1pc de estos afos.
Nos interesa la media anual del indice general en base 2006. Si no se dispone de
los datos del afio 2011, se utiliza la estimacidon que se obtiene en el ejercicio 7 de
esta coleccion. Y con estos datos haremos los mismos analisis que hemos hecho
con las nominas para obtener los incrementos anuales.

IPC
Base 2006

2007 | IPCRoI=102,787 | | e

2008 _ 106,976 _

2008 _
2008 | IPCjpp6 = 106,976 Tr007 = 102787 Ha aumentado 4,1 %

106,668
2009 _ I35 = :
2009 | IPCj06 = 106,668 2008 7 106,976

=0,997 | Ha disminuido 0,3 %

108,588
2010 _ >
2010 | IPCipe= 108,588 | o009 = 106,668

=1,018 | Ha aumentado 1,8 %

110,847
2011 _ 1301 = :
2011 | IPC5pp6= 110,847 20107 108,588

=1,021 | Ha aumentado 2,1 %
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Ya hemos explicado al comenzar el ejercicio el concepto de pérdida o ganancia
de poder adquisitivo. Se gana poder adquisitivo cuando el incremento salarial esta
por encima del incremento del ipc que nos indica, asimismo, el incremento de los
precios de los bienes de consumo. Del mismo modo, habré una pérdida de poder
adquisitivo cuando el incremento salarial esté por debajo del incremento del 1pc.

Para hacer esta comparacion, partiremos de los indices que hemos calculado en las
dos tablas anteriores y, como se hace un estudio en términos relativos, haremos los
cocientes de estas cantidades afio por afio. Mostramos los resultados en la siguien-
te tabla y los célculos de las casillas sombreadas en gris estan debajo de la tabla.

2008 2009 2010 2011
Incremento salarial 1,014 1,076 1,016 0,968
Incremento 1pc 1,041 0,997 1,018 1,021
Pérdida o ganancia 0,974 1,079 0,998 0,948
poder adquisitivo

Afi0 2008 » 2014 _ 6974 Afio 2009 - W? ~1,079

Afio 2010 = 1’012 0,998 Afio 2011 = 096? 0,948

b &

Queda mas claro si anotamos las interpretaciones en porcentajes, y asi lo mostra-
mos en la siguiente tabla. Convendremos que el signo positivo indica ganancia de
poder adquisitivo y el signo negativo, pérdida.

2008 2009 2010 2011
Incremento salarial +1,4 % +7,6 % +1,6 % -3,2%
Incremento 1pc +4,1 % -0,3 % +1,8 % +2,1 %
gig‘iird: d‘zlfz?zrvlgia 26% | +79% | 02% | -52%

Si queremos analizar el incremento total de los tres conceptos, podemos utilizar
las magnitudes originales que disponemos tanto en lo que respecta a los salarios
como al 1pc, y lo haremos a partir de sus indices, para el poder adquisitivo.

Veamos el incremento salarial del total del periodo:
;o201 2181,75
salarios Q)07 2%4,75

Calculemos ahora el incremento del 1pc (recordemos que la fecha del ipc del 2011
€s una estimacion).

=1,072 = Ha aumentado un 7,2 %
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2011
Lipcooey = ggﬁg‘é@ = 1(1)(2)’333 =1,078 = Ha aumentado un 7,8 %
2006 g

Para calcular la pérdida de poder adquisitivo, planteamos el cociente de estos in-
crementos en su expresion de indice.

2011

Lsgiani 1,072
2011 _ “salaris2007 _ 1 _ . . . 0
1 poder adquisiiu 7 = PECTRRETra 0,994 = Ha disminuido un 0,6 %
IPC2007 ’

Si completamos la tabla anterior con esta informacion tenemos detallada la evo-
lucion total.

2008 2009 2010 2011 TOTAL
Incremento salarial +1,4 % +7,6 % +1,6 % -3,2% +7,2 %
Incremento 1pc +4,1 % -0,3 % +1,8 % +2,1 % +7,8 %
gﬁ;‘;daa d‘;f;?;ﬁgia 2,6% | +79% | -02% | -52% | -0,6%

Advertimos que aunque de un vistazo nos pueda parecer que los resultados de las
casillas sombreadas se podrian obtener sumando y restando los porcentajes en filas
y columnas, hay que fijarse en que no es cierto tal y como se puede comprobar con
las datos totales y en algunas columnas, por ejemplo en el afio 2008.

Ahora bien, si podemos obtener los resultados, a partir de los indices de la tabla
previa, multiplicandolos.

Veamos el incremento salarial del total del periodo:

Lyutaris ooy = 1,014- 1,076 - 1,016 - 0,968 = 1,073 > Ha aumentado un 7,3 %

Calculemos ahora el incremento del 1pc.

Iipcogey= 1,041 -0,997 - 1,018 - 1,021 = 1,079 - Ha aumentado un 7,9 %

Para calcular la pérdida de poder adquisitivo, planteamos también el producto de
los factores:

L poder adguisiinagyy = 0-974 1,079 - 0,998 - 0,948 = 0,994 > Ha disminuido un 0,6 %
Hay que advertir que la diferencia con los resultados anteriores (del orden de déci-
mas) se debe al redondeo de cada factor. Por esta razon insistimos en la recomen-
dacion de utilizar los datos originales de las magnitudes por analizar si dispone-

mos de estas, pero presentamos los dos métodos de resoluciones, para los casos en
que la informacion disponible sean los incrementos porcentuales anuales.
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Ejercicio 9

En las tablas siguientes se presentan los valores del ipc y el incremento salarial de
un trabajador en los afios que se indica en cierta comunidad.

Afos e Afos Incremento salarial anual (%)
Anual 1pc

2008 | 115,1 2008

2009 | 119,2 2009 1,8

2010 | 121,6 2010 2,7

2011 | 123,8 2011 1,7

a) Calcula el incremento medio y total del salario en el periodo 2008-2011.

b) Calcula el incremento anual, medio y total del ipc en el periodo 2008-2011.

¢) Si las condiciones econdmicas de la comunidad suponemos que no varian,
realiza una prevision del valor del 1pc para el afio 2013.

d) Estudia para cada afio y para el periodo total la pérdida o ganancia del poder
adquisitivo y realiza una interpretacion de los datos obtenidos.

Solucion
a) Calcula el incremento medio y total del salario en el periodo 2008-2011.

Seria conveniente recordar en este momento el concepto de pérdida o ganancia de
poder adquisitivo que puedes encontrar en el ejercicio 8.

Ganancia o pérdida de poder adquisitivo = A, =

oder adquisitivo

salario nuevo _ salario _anterior(1+ A ,,..) _ A+A, )

* salario actualizado segun IPC ~ salario anterior(1+ A p.) A+A,)

La pérdida o ganancia del poder adquisitivo, pues, se calcula a partir de la compa-

racion de los incrementos anuales del salario (A_, . )idelipc (A, .,) paralelamente.

salario PC?

A tal fin, como en el enunciado ya disponemos de los incrementos anuales de los
salarios, habrd que calcular los incrementos medio y total en el periodo 2008-
2011.
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Afo | Salarios indice

2008

2009 | Ha aumentado 1,8 % | I 228889 =1,018

2010 | Ha aumentado 2,7 % | Iy =1,027

2011 | Ha aumentado 1,7 % 1228113 =1,017

Para calcular el incremento medio de los salarios del periodo consideraremos que
tenemos 3 indices, y asi calcularemos la raiz tercera del producto de estos factores:

%/1,018-1,027-1,017 = {/1,0633 =1,0207 que interpretamos como que los salarios
han aumentado un promedio de 2,07 % anual.

Para calcular el incremento total del periodo lo haremos a partir de los indices
encadenados:

s = o100 - Loos =1,017-1,027-1,018 = 1,0633 que interpretamos como que
los salarios han aumentado un 6,33 % a lo largo de los tres afos.

b) Calcula el incremento anual, medio y total del ipc en el periodo 2008-2011.
Para calcular el incremento anual, medio y total del ipc en el periodo 2008-2011,

calcularemos la secuencia de indices encadenados que presentamos a continua-
cion, donde podemos ver los incrementos anuales:

Ano IPC Indice

2008 | 115,1

119,2
2009 | 119,2 | Lagos = a1 1,0356 | Ha aumentado 3,56 %

’

121
2010 | 121,6 1§§g§=%=l,0201 Ha aumentado 2,01 %

2

2011 | 123,8 12231‘;=%=1,0181 Ha aumentado 1,81 %

?

Para calcular el incremento total del periodo podemos operar a partir de los indices
encadenados:

J201 201200, 1209y 61811 02014,0356 = 1,0756

o también a partir de los valores del ipc iniciales y finales del periodo total:
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123,8

b

interpretaremos que el 1pc ha aumentado un 7,56 % en todo el periodo.

Para calcular el incremento medio del ipc, también podemos operar paralelamente:

Y290 129 _ 3/1,0181:1,02011,0356 = 3/1,0756 =1,0246

u obrar asi:

T =228 L0756 = 1,0246
115,1
interpretaremos que el ipc ha aumentado un promedio de 2,46 % cada afio.

¢) Si las condiciones econdmicas de la comunidad suponemos que no varian,
realiza una prevision del valor del 1pc para el afio 2013.

Partiremos del ultimo dato conocido del ipc del afio 2011 y lo incrementaremos
con el porcentaje que hemos obtenido como incremento medio en el apartado
anterior:

IPC,,, = IPC,,,,*(Inc. medio anual)’ =123,81,0246> =129,97

d) Estudia para cada afio y para el periodo total la pérdida o ganancia del poder
adquisitivo y realiza una interpretacion de los datos obtenidos.

Para calcular las variaciones del poder adquisitivo presentaremos los datos de los
incrementos en la siguiente tabla:

Afo 2009 2010 2011 Total
Inc. salarial 1,8 2,7 1,7 6,33
Inc. 1pc 3,56 2,01 1,81 7,56
Inc. poder adquisitivo -1,7 +0,68 -0,11 -1,14

Ya hemos explicado al comenzar el ejercicio el concepto de pérdida o ganancia
de poder adquisitivo. Se gana poder adquisitivo cuando el incremento salarial esta
por encima del incremento del ipc que nos indica, asimismo, el incremento de los
precios de los bienes de consumo. Del mismo modo, habra una pérdida de poder
adquisitivo cuando el incremento salarial esté por debajo del incremento del 1pc.

Para hacer esta comparacion partiremos de los indices que hemos calculado en las
dos tablas anteriores y, como se hace un estudio en términos relativos, haremos
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los cocientes de estas cantidades afio por afio. Mostramos los resultados en la tabla
anteriores y los célculos de las casillas sombreadas en gris estan a continuacion:

1,018

Ano 2009 - " 0,9830 = -1,7%

2

Afio 2010 = % ~1.0068 = +0.68 %

2

1,017

Afo 2011 = 1=O,9989—>—O,11 %

9

1,0633
1,0756
Queda mas claro si anotamos las interpretaciones en porcentajes, y asi lo mostra-

mos en la anterior tabla. Convendremos que el signo positivo indica ganancia de
poder adquisitivo y el signo negativo, pérdida.

Para estudiar el periodo total = =0,9886 > —1,14 %

Ejercicio 10

Para hacer un estudio de la evolucion del precio de cierto modelo de ordenador en
términos reales, disponemos de los datos que presentamos en la tabla siguiente:

a) Calcula el incremento anual, medio y total del precio del ordenador en tér-
minos reales.

b) Si seguimos esta evolucion, estima el precio que podria tener el ordenador
en 2008.

9

2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
rc base 1992 131 135 139
1pC base 2002 103 106 109
1300 | 1275 | 1250 | 1100 | 950

Nota: Debemos recurrir a periodos y valores muy antiguos o imaginados para
trabajar el objetivo del cambio de base del ipc, debido a que con la nueva meto-
dologia del calculo del 1pc por el INE esta circunstancia se ha superado, pero es
importante que el alumno conozca este contenido para advertir la necesidad de no
trabajar en series de 1pc no adecuadas en un mismo ejercicio.

Solucion
Para empezar, hay que hacer un cambio de base y encontrar todos los valores del

1rC en la misma base. Llenaremos la tabla con los nuevos valores encontrados (en
rojo) y bajo anotaremos los calculos realizados.
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2000 | 2001 | 2002 | 2003 2004

1rc base 1992 131 135 139 | 143,05 | 147,10

1pc base 2002 97,07 | 100,04 | 103 106 109

Veamos los datos del afio 2003:

IPC> = 103 = [PCas = 106

2002

IPClyy =139 = IPCiy; =X
Para calcular el dato desconocido:

2003 | 2002 1 _1 139
1pc2 < PG IPCy 109139 10619 _ 50 55— 143,05
IPCE 103 103

Del mismo modo, calculemos el dato del 2004:

IPCyy = 103 > [PCapy =109
IPCEY =139 > [PCI¥ =X

Para calcular el dato desconocido:

2004 . 2002 1 1 139
IPCy = IPCane 2101:2C1992 _109139 106132 _ 00 135 = 147 10
IPC™ 103 103

Podriamos plantear de la misma manera (por proporcionalidad) los calculos para

obtener el resto de datos de la base 2002.

Para continuar el ejercicio utilizaremos los 1pc en esta base 1992 o en 2002. Es
indiferente siempre y cuando tengamos cuidado de trabajar todos los indices en la

misma base.

a) Calcula el incremento anual, medio y total del precio del ordenador en términos

reales.

Dado que el analisis del precio del ordenador nos lo piden en términos reales, pri-
mero es necesario hacer la conversion del precio del ordenador en moneda cons-

tante del afio 2000 (deflactacion de la serie de precios del ordenador).
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Afio Precio ordenador Precio ordenador
(términos nominales) (términos reales 2000)
2000 1300 1300
IPCZOOO
2001 1275 1275 22 _1275.131 1537,
IPC g, 135
IPCZOOO
2002 1250 1250 - —=2% = 1250.131 _ 1178,06
IPC o, 139
IPC2000
2003 1100 1100 - - =1100- 31 _ 1007,34
IPCy, 143,05
IPC2000 131
2004 950 950 - D22 = : =846,02
IPC 147,10

Para calcular el incremento anual del precio del ordenador en términos reales,
operamos en la tabla siguiente mediante indices encadenados:

Precio Precio
~ ordenador ordenador e Interpretacion:
Ano .. .. Indice
(términos (términos Incremento anual
nominales) reales 2000)
2000 1300 1300 | ----
1237,2 Ha disminuido
2001 _ s
2001 1275 1237,2 Lo = 300 " 09517 | 4.83 %
1178,06 Ha disminuid
2002 ) a disminuido
= =0,9522
2002 1250 1178,06 2001 1237.2 un 4,78 %
1007,34 Ha disminuid
2003 ) a disminuido
=———=0,8551
2003 1100 1007,34 2002 1178.06 un 14,49 %
846,02 Ha disminuido
12004 — ) — 0,8399 a dis u
2004 950 846,02 2003 1007.34 un 16,01 %

Para calcular el incremento total y medio del periodo, operamos:

2004 _ 846,02

2000 —
1300
valor en términos reales, que equivale a un incremento medio anual de:

=0,6508 — A lo largo del periodo ha disminuido un 34,92 % su

\ 8? ;6?)—2 = 40,6508 =0,8982 - una disminucion anual media del 10,18 %
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b) Si seguimos esta evolucion, estima el precio que podria tener el ordenador
en 2008.

Para hacer este apartado, consideramos que nos piden la estimacion en términos
corrientes del precio, suponiendo que no varia el comportamiento del 1pc ni la
evolucion del precio del ordenador en términos reales que hemos analizado en el
apartado anterior.

Para hacer estas estimaciones necesitamos el incremento medio de las dos series.
Nos falta calcular el incremento medio del 1pc en el periodo que nos ocupa:

El irc ha aumentado un 2,94 % anualmente, por lo que podemos estimar el valor
del 1pc en el afio 2008.

IPCHY = IPC) - 1,0294 =147,10 - 1,0294* =165,18

Haremos las mismas operaciones con la serie de los precios de los ordenadores en
términos reales.

Precio ordenador para el afio 2008 en t. reales del 2000 = 846,02 - 0,8982% =
550,65 euros.

Para pasarlos a términos corrientes en moneda del 2008:

2008
P CI 992
2000
1992

165,18

550,65 - = 550,65 - =694,3 €
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UNIDAD 4

Series temporales
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Introduccion tedrica

Como elementos introductorios de este capitulo, es conveniente recordar defini-
ciones de conceptos que necesitaremos para alcanzar los objetivos de esta unidad
(referencias bibliograficas 1, 21 y 24).

Serie temporal

Es una sucesion de observaciones cuantitativas de un fendmeno ordenadas en los
tiempos y periodos equidistantes. Cada observacion que denotaremos por ;> €O-
rresponde al valor de la magnitud en el afio i y periodo j. Ejemplo: si tenemos una
serie de observaciones trimestrales a lo largo de los afios 2001 a 2005, entendere-
mos que el dato concierne al valor x , correspondiente al tercer trimestre de 2002.

Grafica de una serie temporal

La primera herramienta descriptiva que nos puede permitir analizar una serie es su
grafica, que dibujaremos situando los valores de la serie en el eje de ordenadas y
los valores de los periodos en el eje de abscisas.

Mas adelante detallaremos la importancia de observar este grafico para asegurar-
nos de ajustar nuestra serie a un modelo aditivo y para confirmar los resultados de
las componentes, que han de reflejar cuantitativamente unos valores que confir-
men nuestra vision del fendmeno en la gréfica.

26

23

20

IIIIIIII]III]III
IIIIIIIIIIIIIIII

1110 111 112 113 1114 115 1116

Componentes de una serie temporal

En el analisis de una serie temporal en este tema, consideraremos que toda serie
empirica que analicemos estd formada por cuatro componentes tedricas: tenden-
cia, variaciones estacionales, variaciones ciclicas y variaciones residuales.
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Tendencia: es la componente que nos explica el comportamiento del fenomeno a
«largo plazo». La denotaremos por 7, y nos permitira explicar si las medias anua-
les de los valores de la serie aumentan o disminuyen en el periodo que queremos
analizar.

Variaciones ciclicas: son variaciones que se producen con una periodicidad su-
perior al afio y frecuentemente se manifiestan como consecuencia de periodos de
prosperidad y de depresion en la actividad econdmica, o en otras magnitudes cual-
quiera. Las denotamos por c,. No las obtendremos en este tema, ya que quedan
fuera del alcance de las técnicas que desarrollaremos para tablas pequefias a fin de
estudiar el desarrollo y la justificacion tedricos y explicitos de los célculos. Para
tablas mas grandes nos ayudaremos de software que nos dard resultados que habra
que analizar con las consideraciones tedricas que podremos ver en los ejercicios
propuestos con tablas de menor tamano.

Variaciones estacionales: son oscilaciones que se producen con una periodicidad
dentro del afio y que se pueden identificar repetidamente a lo largo de los afios de
los que disponemos datos por analizar. Por ejemplo, historicamente las series del
paro aumentan en invierno y disminuyen en verano, el volumen de ventas de una
superficie comercial tiene subidas significativas en periodos de rebajas, etc. Las
podremos medir en valores absolutos (componente estacional e,) o en valores re-
lativos (indices estacionales /,) respecto a la media global (M = media aritmeética
de las medias corregidas).

Variaciones residuales o errdticas: ya que los datos son empiricos, es de esperar
que de manera natural haya en ellas pequenas variaciones aleatorias respecto al
modelo tedrico que pretende analizar la serie con la informacién del resto de los
componentes. Las denotaremos por r, y también se denominaran residuos. Es ne-
cesario que no presentan periodicidad manifiesta y sean de valor reducido. Cuando
cualquiera de sus valores nos llame la atencidon por su valor absoluto respecto al
resto, nos indicara un dato que por cualquier motivo no se ajusta al modelo que
pretendemos obtener. Hay que analizar su origen: error, efecto producido por una
huelga, un accidente, una perturbacion meteorologica que habra que encontrar
con la informacién pertinente al alcance del contexto de la serie estudiada y que
intentaremos explicar para justificar la variacion de estos datos en particular que
se desajustan del modelo.

Nosotros estudiaremos solo series temporales que supondremos que se ajustan al
modelo aditivo, circunstancia que se puede comprobar acudiendo a la bibliografia
que referimos y que no hemos desarrollado en esta coleccion de problemas. Por
ello podemos considerar que un dato en particular es el resultado de la suma de
sus componentes. Asi:

Vi =T, +cy +e, +1,

Para hacer el andlisis de una serie estudiaremos dos métodos: ajuste analitico y el
método de las medias moviles. A continuacion pondremos el formulario y la no-
tacion de cada uno de los métodos que se podran seguir en los ejercicios resueltos
a continuacion:
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Meétodo del ajuste analitico

Para trabajar este método, es conveniente presentar los calculos en forma de tabla
(véanse ejemplos en los ejercicios resueltos) convenientemente ordenados.

Para calcular la recta de tendencia, en la parte inferior de la tabla de los datos,
calcularemos por columnas las medias mensuales de cada afo y,, los valores de
la escala 7, y en las dos filas inferiores y, -, i%, que nos permitira calcular en la co-
lumna fotales la suma de los valores de cada fila.

Hay que explicar que la fila i es una escala que crearemos para facilitar la reso-
lucion del sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas. El procedimiento
nos daré resultados 0ptimos situando el valor del afio 0 en la columna central de la
tabla en caso de tener un nimero impar de afios en la tabla, o en cualquiera de las
columnas adyacentes en caso de un numero par de afios por estudiar:

Ejemplo:
TOTALES
Afo | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012
1 -2 -1 0 1 2 0
TOTALES

Ano | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013

i -2 -1 0 1 2 3 3

Con estos datos que hemos acumulado en la columna de totales, plantearemos y
resolveremos el siguiente sistema:

Yy =Na+byi
Nyi=aYi+byi

i

donde los coeficientes a y b son los coeficientes de la recta de regresion que de-
nominamos recta de tendencia, la formula es 7, = a + b, en la que i hace referencia
al afio que se indica en la escala de las tablas superiores de los ejemplos y N es el
nimero de afos o columnas que tiene la tabla de los datos.

Esta recta que encontramos no es sino la recta de ajuste lineal por minimos cua-
drados a las medias anuales y,.

Por su interpretacion nos fijaremos en el signo de su pendiente (coeficiente b) que
nos determinara un fenémeno creciente o decreciente, segun el signo de b sea
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positivo o negativo respectivamente, y el valor del incremento medio anual de la
media anual de los valores de la serie.

El valor de la tendencia lo denotaremos por 7,y lo consideraremos constante para
todos los datos del afio i.

Para calcular la componente estacional, trabajaremos las columnas que se pueden
ver a la derecha de la tabla original.

En la primera columna podemos encontrar las medias aritméticas de los valores

2V

originales de los datos de cada periodo o fila: y, =

La columna siguiente corresponde a las medias corregidas, ¥,, la formula de las
cuales es:

- _ b
Vi =yk__(k_1)
m

donde b/m podemos interpretarlo como el incremento que corresponderia a cada
periodo del incremento anual de los datos, debido a la tendencia del fendmeno. Por
€so0 se corrige este incremento con la formula antes indicada.

Notamos que m es el nimero de filas de la tabla original, que corresponde al nt-
mero de observaciones que disponemos en cada afio. Asi, m = 12 si se tratan de
observaciones mensuales, m = 4 si se trata de observaciones trimestrales, etc.

M es la media global corregida y es la media de las medias corregidas antes defi-
nidas:

>
k

m

M=

que podemos interpretar como el valor medio de las nuevas medias corregidas y que
representara el 100 % o valor de referencia, frente a la que se comparan los com-
portamientos estacionales que calculamos en las dos columnas de la derecha de la

tabla y que son la componente estacional e, = Y,; —M 1y los indices estacionarios
I, = 2%.100. Con estos resultados podremos interpretar en qué periodos los valores

de las observaciones estan por encima o por debajo del valor de M. e, nos pre-
senta esta desviacion en cantidades absolutas, mientras que /, lo indica de manera
porcentual.
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Para calcular la componente residual , habra que determinar primeramente el valor
de la tendencia 7, para cada afio considerado en la tabla, sustituyendo en la recta de
tendencia el valor de i correspondiente y consideraremos para la componente esta-
cional e, los valores que ya hemos calculado y explicado en los parrafos anteriores.

Asi, para cada observacion, operaremos r, =y, —T, —e, y dispondremos los re-
sultados en la distribucion de la tabla original para facilitar su interpretacion e
identificacion del periodo y afo correspondientes.

Hacemos esta advertencia porque todos sabemos que las cantidades que hay que
obtener de la componente residual deberian ser pequefias en valor absoluto, y que no
presentan ninguna regularidad. Ya sabemos que estamos calculando las cantidades
no explicadas por nuestro modelo y que permitiran resaltar aquellos valores pun-
tuales que, por razones no predecibles, muestran divergencia del valor que cabria
esperar, atendiendo a las componentes de la tendencia y estacional.

Hacer predicciones para los afios proximos implica que el analisis de nuestro mo-
delo sea vigente y que ninguna otra circunstancia ajena altere las regularidades
que hemos resefiado con nuestro modelo (la tendencia explicada y el comporta-
miento de los periodos ya cuantificado).

Si queremos prever las cantidades de los proximos afios serd necesario calcular los
valores de su tendencia sustituyendo en la ecuacion de su recta los valores de i que
les corresponderia en caso de que la tabla continuara.

También consideraremos los valores obtenidos de la componente estacional antes
mencionada, y podremos hacer las previsiones de los datos futuros operando y, =
T+e,.

Meétodo de las medias moviles

Este método esta basado en el «suavizado» de una serie cuando esta es sustituida
por una sucesion de medias aritméticas de p observaciones, como explicaremos a
continuacion. En este apartado tedrico (calculo de las medias moviles) cambiare-
mos la notacion de la serie de observaciones inicial y pasaremos a ordenarla con
un unico subindice, considerdndola como una sucesion ordenada sin contemplar
su procedencia de periodo y afio.

Para aplicar este método hay que elegir un nimero p de observaciones por prome-
diar con unos criterios que después explicaremos.

Si p es impar, formaremos una serie nueva de medias que sera:

5 _Ntht.t), 5 _ Yt Yt Y 5 _ Wt Vet Yt Y

p+l s 7 p+3 s p+5
2 P 2 p 2 p
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, . . . . . p+l
donde puede verse que los subindices que adjudicamos a estas medias obtenidas -,
p+3  pt+S ’ .
~—, ... corresponden a un numero entero, por lo que estas medias podemos
hacerlas corresponder a un periodo original, ya que corresponde al centro de los

periodos promediados.

. . . p+l p+3 p+S
Si P €S par, esta circunstancia no se da, ya que ——, s T2 e no COI‘I’GSpOl’ldeIl

en este caso a un niamero entero, por lo que, ante la imposibilidad de hacer corres-
ponder las medias aritméticas en algin periodo de la serie original, haremos los
calculos de la misma manera, y posteriormente haremos un «centrado» calculando
la media aritmética de cada dos medias mdviles consecutivas antes calculadas.

Ast:
= Ypn ¥ Vpes - _ Yps ¥ Vpis Ypss ¥ Vpi7
2 2 2 2 2 2
yri2 = yptd = ypt6 = ... ya que ahora los
2 2 D) 2 2 ) 2 2 y q
L. +2 +4 +6 , ,
nuevos subindices p S p 5 p S si se corresponden a nimeros enteros v,

consecuentemente, a periodos concretos de la serie inicial de observaciones.

Este método esta basado en que la nueva serie de medias moéviles nos permitira
vislumbrar la tendencia de la serie original a «largo plazo», ya que se suaviza el
valor individual de cada uno de los datos y las oscilaciones. Para que esta afirma-
cion sea cierta hay que elegir convenientemente el nimero p de observaciones por
promediar, como hemos indicado antes y vamos a detallar a continuacion.

El ntimero p es necesario que sea multiplo del numero de observaciones anuales
(m) a fin de considerar en cada media todas las fluctuaciones estacionales. Asi,
debido al método de construccion de las medias modviles antes mencionado, en
cada media se sustituird un dato que corresponde a un cierto periodo por otra que
se corresponde al mismo periodo en la media siguiente, y siempre tenemos asegu-
rada en cada calculo la media de todas las oscilaciones de los diferentes periodos
dentro de un afno o mas.

El otro criterio a tener en cuenta se basa en la observacion de la grafica de la serie
original, la importancia de la cual ya hemos comentado al comenzar este apartado
teorico. Observando esta grafica hay que intentar encontrar una cierta periodicidad
superior al afio, es decir, hay que anular el efecto de una componente estacional,
tomando un nimero p que ha de ser multiplo del nimero de observaciones g que
comprende el «periodox» grafico que se repite a lo largo de la serie.

De ello resulta que, para calcular la tendencia, habra que coger un nimero p de ob-
servaciones que sea el minimo comun multiplo de m y ¢. Por ejemplo, si tenemos
una serie de datos trimestrales, m = 4 y de la observacion de la grafica podemos
ver un patron bianual que se repite aproximadamente cada 8 observaciones, en ese
caso el nimero p que deberemos considerar para el calculo de las medias modviles
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sera 8, y por tratarse de un niimero par serd necesario hacer después un posterior
«centradoy.

Para calcular la componente estacional, determinaremos por un lado la media arit-
mética de todos los datos que corresponden a cada periodo y que denotaremos por

Y:, por otro, calculamos las medias moviles con p = m, nimero de observaciones
anuales. En caso de que la serie tenga una componente ciclica anual, podremos
aprovechar los célculos del apartado de la tendencia.

A continuacion dispondremos las medias moviles en la distribucion bidimensio-
nal que originariamente tenian los datos, distribuyéndolas en afios por columnas
y en periodos por filas. Podremos observar que el método de las medias moéviles
centradas obliga a que algunas de las celdas de la tabla queden vacias, ya que no
podemos hacer corresponder ningtin dato a los periodos iniciales y finales.

A continuacion, calcularemos la media aritmética de las medias que corresponden
a cada periodo y que denotaremos por E,, ya que podemos considerarla como la
componente extraestacional, pues el comportamiento estacional ha sido anulado
por la eleccion de los datos conveniente para hacer las medias moviles con p = m.

Asi: ¢, =y_k—Ek.

Para finalizar esta parte, recordamos que los temas siguientes seran el desarrollo
de la probabilidad y la inferencia (referencias bibliograficas 7 y 26).
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Objetivos

Los problemas deben permitir que los alumnos alcancen los objetivos didacticos:

4a) Reconocer en una coleccion de datos los patrones y la notacion de una serie
temporal.

4b) Analizar una serie y a partir de su grafica, poder comprobar que se adapta
al modelo aditivo.

4c) Conocer las diferentes componentes de una serie temporal: tendencia, com-
ponente estacional, componente erratica o residual.

4d) Saber calcular las diferentes componentes de una serie, suponiendo un mo-
delo aditivo, por el método del ajuste analitico.

4e) Saber calcular las diferentes componentes de una serie, suponiendo un mo-
delo aditivo, por el método de las medias moéviles.

4f) Saber interpretar los resultados obtenidos de las diferentes componentes de
una serie temporal y relacionarlos con la gréafica de la serie.

4¢) Hacer estimaciones de los valores de una serie temporal en fechas futuras
cercanas a los valores analizados, en el ajuste analitico.

Objetivos |y \ yp | 4e | 4d | 4e | 4f | 42

Ejercicios
1 X X X X X X
2 X X X X X X
3 X X X X X X
4 X X X
5 X X X X X
6 X X X X X
7 X X X X X X X
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Enunciados

4a) Reconocer en una coleccion de da-
tos los patrones y la notacion de una
serie temporal.

4b) Analizar una serie y a partir de su
grafica, poder comprobar que se
adapta al modelo aditivo.

4c) Conocer las diferentes componen-
tes de una serie temporal: tenden-
cia, componente estacional, com-
ponente erratica o residual.

Ejercicio 1

Para analizar la evolucion de los gastos en un departamento de una empresa, se
tomaron los siguientes datos, que expresan en miles de euros los gastos cuatrimes-
trales de los cuatro afios que figuran en la tabla:

2008 | 2009 | 2010 | 2011

1.¢" cuatrimestre 26 25 21 20

2.° cuatrimestre 18 15 12 10

3. cuatrimestre 22 20 18 12

a) Suponiendo modelo aditivo, calcula por el método del ajuste analitico, las
componentes de esta serie e interpreta cada uno de los resultados obtenidos.
b) Estima los valores de los gastos que se pueden esperar para el afio 2012.

4a) Reconocer en una coleccion de da-
tos los patrones y la notacién de una
serie temporal.

4b) Analizar una serie y a partir de su
grafica, poder comprobar que se
adapta al modelo aditivo.

4c) Conocer las diferentes componen-
tes de una serie temporal: tenden-
cia, componente estacional, com-
ponente erratica o residual.

Ejercicio 2

Los siguientes datos, extraidos del N1, nos muestran las pernoctaciones hoteleras
en la Comunidad Valenciana, desde el afio 2006 hasta el 2010.
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Realiza un andlisis del fenomeno, obteniendo las diferentes componentes de la
serie temporal para el ajuste analitico, suponiendo un modelo aditivo. Interpreta el
significado de cada una de las componentes.

Haz las previsiones que podemos esperar para los afios 2012 y 2013.

2006 2007 2008 2009 2010
Enero 1.296.648 |1.307.384 |1.289.627 |1.115.865 |1.061.450
Febrero 1.424.453 | 1.472.806 |1.562.471 |1.329.013 |1.347.885
Marzo 1.750.282 | 1.892.925 |1.993.175 |1.700.733 |1.800.323
Abril 2.152.783 [2.226.734 | 1.868.049 |1.925.454 |1.943.080
Mayo 2.131.194 |2.181.889 |2.114.631 |1.952.409 |2.049.616
Junio 2.399.782 [2.523.555 [2.311.444 |2.241.147 |2.049.616
Julio 2.884.491 |2.983.227 |2.877.028 |2.871.011 |2.945.899
Agosto 3.153.407 |3.308.833 |3.227.055 |3.274.561 |3.341.961
Septiembre | 2.540.711 | 2.580.090 |2.524.888 [2.381.776 |2.424.567
Octubre 2.207.203 2.097.005 |2.012.838 |1.954.615 |2.053.500
Noviembre |1.674.433 |1.741.296 |1.498.967 |1.471.579 |1.472.610
Diciembre |1.437.036 |1.420.988 |1.251.809 |[1.201.342 |1.174.451

4a) Reconocer en una coleccion de da-

tos los patrones y la notacion de una

serie temporal.

Analizar una serie y a partir de su

gréfica, poder comprobar que se

adapta al modelo aditivo.

4c) Conocer las diferentes componen-
tes de una serie temporal: tenden-
cia, componente estacional, com-
ponente erratica o residual.

4p)

Ejercicio 3

Con los siguientes datos, extraidos de la bGT, que nos muestran las nuevas licen-
cias de todos los tipo de carnés de conducir en la Comunidad Valenciana, desde el
afo 2008 hasta el 2010, realiza un analisis del fendmeno, obteniendo las diferentes
componentes de la serie temporal para el ajuste analitico.

Interpreta el significado de cada una de las componentes.
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Haz las previsiones que podemos esperar para los anos 2011 y 2012.

2008 2009 2010
Enero 12031 8380 7071
Febrero 12208 8993 7685
Marzo 9497 7973 8444
Abril 12862 7360 6781
Mayo 12567 7874 7728
Junio 12723 7881 7585
Julio 19003 11820 11138
Agosto 2147 1346 2205
Septiembre 10826 8876 7901
Octubre 11196 8374 7427
Noviembre 10628 10137 7665
Diciembre 9064 8083 5746

4a) Reconocer en una coleccion de da-
tos los patrones y la notacion de una
serie temporal.

4b) Analizar una serie y a partir de su
gréfica, poder comprobar que se
adapta al modelo aditivo.

4c) Conocer las diferentes componen-
tes de una serie temporal: tenden-
cia, componente estacional, com-
ponente erratica o residual.

Ejercicio 4

La siguiente grafica es la representacion de una serie temporal donde se detallan
los datos bimensuales de 6 afos. Si tuviéramos que calcular la tendencia y la com-
ponente estacional de dicha serie por el método de las medias moviles, explica la
eleccion del numero de datos que hay que considerar para el célculo de las medias
(p) en cada caso, justificando la respuesta.
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= .
110 1 112 113 1/14 115 116

4a) Reconocer en una coleccion de da-
tos los patrones y la notacion de una
serie temporal.

4b) Analizar una serie y a partir de su
grafica, poder comprobar que se
adapta al modelo aditivo.

Ejercicio 5

En la siguiente tabla presentamos el nimero total de viajeros transportados en los
servicios de transporte publico en la Comunidad Valenciana, detallados por meses,

de los afios 2006 al 2010.

2006 2007 2008 2009 2010
Enero 12340 12542 12622 11869 10283
Febrero 11850 12156 12202 11365 10981
Marzo 13721 13729 10457 12024 12207
Abril 10919 11612 12960 10469 10549
Mayo 13495 13777 12713 12038 12076
Junio 13029 13094 12619 12314 11783
Julio 12118 12364 12351 11490 10621
Agosto 8803 8814 8846 8027 7698
Septiembre 12148 11768 12057 10964 10705
Octubre 13141 13266 13277 11956 11447
Noviembre 13307 12655 12474 11718 11557
Diciembre 11859 11624 11682 10894 10769

a) Calcula las componentes de esta serie, por el método de las medias moviles.

Interpreta los resultados.
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4a) Reconocer en una coleccion de da-
tos los patrones y la notacion de una
serie temporal.

4b) Analizar una serie y a partir de su
grafica, poder comprobar que se
adapta al modelo aditivo.

Ejercicio 6

Realiza la grafica de la siguiente serie que indica los miles de kilos de fruta comer-
cializada por trimestres en los tltimos 4 afos.

2008 | 2009 | 2010 | 2011

1.¢" trimestre 10 23 12 29

2.° trimestre 11 27 11 28

3. trimestre 9 25 10 21

4.° trimestre 8 20 8 23

Observa las siguientes tablas que presenten los calculos que hemos hecho para
obtener la tendencia y la componente estacional de dicha serie.

Identifica el método empleado, afiade aquellos datos que faltan en las tablas, co-
mentando el procedimiento de calculo que hay que hacer en las mesas, justifican-
dolos.
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datos datos
10 10
11 11
9 9
12,75
8 8
16,75
23 23 18,75
27 27
16,875 23,75
25 16,9375 25 22,375
17 21
20 17 20 19
17 17
12 17,375 12 15,125
13,25
11 11 11,75
17,875 10,25
10 17,625 10
17,375
8 8 16,625
18,75
29 29 20,125
28 28
21 21
23 23
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4a) Reconocer en una coleccion de da-
tos los patrones y la notacion de una
serie temporal.

4b) Analizar una serie y a partir de su
grafica, poder comprobar que se
adapta al modelo aditivo.

4c) Conocer las diferentes componen-
tes de una serie temporal: tenden-
cia, componente estacional, com-
ponente erratica o residual.

4d) Saber calcular las diferentes com-
ponentes de una serie, suponiendo
un modelo aditivo, por el método
del ajuste analitico.

Ejercicio 7

La siguiente serie cronoldgica muestra el nimero de nuevas contrataciones de una
superficie comercial por cuatrimestres en los afios indicados:

2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011

1.9 cuatrimestre 41 39 35 21 22

2.° cuatrimestre 37 33 27 15 16

3. cuatrimestre 36 30 16 12 13

a) Realiza la grafica de la serie y, suponiendo un modelo aditivo, calcula por el
método del ajuste analitico las componentes de esta serie e interpreta cada
uno de los resultados obtenidos.

b) Haz las previsiones que podemos esperar para los afios 2012 y 2013.

¢) Realiza el andlisis de la serie por el método de las medias modviles, estiman-
do también las componentes de la serie.

d) Compara los resultados del analisis por los dos métodos empleados.
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Ayudas

En este apartado se presentaran las ayudas para emplear en caso de ser necesario
a la hora de realizar los ejercicios y problemas. Es conveniente no hacer un abuso
excesivo de estas ayudas, es decir, antes de emplear la ayuda hay que pensar el
problema al menos durante unos 10-15 minutos. Después se consultara la ayuda
de tipo 1 y se intentard resolver el ejercicio con esta ayuda. Si no es posible resol-
verlo, entonces se consultard la ayuda de tipo 2, y en ultimo término la solucion.

Ayudas Tipo 2

Ejercicio 1

Para resolver este problema seria conveniente llenar la siguiente tabla. En la parte
inferior de los datos realizaremos los calculos referentes a la recta de tendencia.
Con los valores de las celdas de los totales podremos resolver el sistema corres-
pondiente.

Observa la diferencia en este apartado por ser un nimero impar de columnas (en
el ejercicio 2 habia 4 columnas) y para hacer la escalera tal como esta indicada en la
siguiente tabla (fila 7).

En las columnas de la derecha podremos hacer los célculos para obtener la com-
ponente estacional y los indices estacionales (en porcentaje).

2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 Vel W e | L
TOTALES
Vi M =
I -2 -1 0 1 2
Vi
l-2
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Recuerda interpretar los resultados que te permitiran confirmar la coherencia de
tus resultados con los datos originales.

Como se trata de una serie mensual con muchos datos habria que ayudarse con una
hoja de célculo.

Para hacer las previsiones habra que calcular previamente la tendencia de cada afio
y la componente de cada periodo, y para obtener los datos que queremos, sumare-
mos en cada caso los datos correspondientes.

Ejercicio 2

Para hacer este ejercicio seguiremos el mismo procedimiento que en el ejercicio 2.
También se trata de una serie mensual, por lo que seria conveniente utilizar una
hoja de célculo. Por tratarse también de un nimero impar de columnas y utilizando
la escala de la fila i, poniendo el 0 en la columna central, se simplifica mucho la
resolucion del sistema que hay que plantear para la tendencia.

Tal como se ha comentado en el ejercicio 2, es conveniente trabajar los datos re-
llenando una tabla similar a la del ejercicio anterior.

Ejercicio 3

En este ejercicio no se pide hacer ningun calculo. Tan solo es una reflexién para
aprender a elegir el nimero de datos (p) que hay que coger para hacer las medias
moviles, tanto para el calculo de la tendencia como para el calculo de la compo-
nente estacional.

Ejercicio 4

Se trata de una serie con muchos datos, por lo que habria que ayudarse de una
hoja de célculo porque debemos abordar el analisis por el método de las medias
moviles.

Hay que hacer, en primer lugar, la grafica de los datos y buscar la periodicidad de
dicha grafica. En este caso tiene un comportamiento que se repite afio tras afo, habra
pues que calcular medias moviles de 12 datos (p = 12) para el calculo de la tendencia.
Por tratarse de un nimero par tendremos que hacer después un posterior «centrado.

Para calcular la componente estacional podremos aprovechar las mismas medias
del apartado anterior por tratarse de p = 12.
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Para trabajar mas claramente seria conveniente preparar una tabla parecida a esta
(presentamos tan solo los primeros célculos y espacios).

Las gréficas pueden servirnos también para la interpretacion de los resultados y la
validacion de la coherencia de estos con los datos originales.

Enero 2006 12.340

Febrero 2006 | 11.850

Marzo 2006 13.721

Abril 2006 10.919

Mayo 2006 13.495

Junio 2006 13.029

12227,5

Julio 2006 12.118 12235,9167
12244,3333

Agosto 2006 | 8.803 12257,0833
12269,8333

Ejercicio 5

En este ejercicio ya nos dan las tablas preparadas para el método de las medias
moviles y con muchos célculos ya realizados. Es un ejercicio de consolidacion de
la técnica y también se trabaja el mismo objetivo del problema 4, que es aprender
a averiguar el nimero de datos que hay que tomar para calcular la tendencia y la
componente estacional. Comienza pensando qué es este numero p en cada caso y
completa las tablas donde faltan valores al principio, en medio y al final. Por tra-
tarse de nimeros pares hay que hacer después un «centrado» en cada caso.

Luego también hay que calcular la componente residual.
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Ejercicio 6

En realidad este ejercicio es «doble» ya que nos piden el andlisis por los dos mé-
todos. Este es un ejercicio para terminar el tema y consolidar nuestro trabajo repa-
sando las dos técnicas de andlisis que hemos visto a lo largo del tema.

Habréa que hacer, en primer lugar, un analisis por el método del ajuste analitico.
Puedes seguir la pauta de los ejercicios 2 y 3 en este apartado.

Para hacer el analisis por el método de las medias moéviles puedes seguir la pauta
de los ejercicios 5 y 6 pero con menos datos, lo que simplificara los célculos.

Nos piden que comparemos ambos métodos para reflexionar sobre las semejanzas
y diferencias entre ellos.

Ayudas Tipo 2

Ejercicio 1

Para realizar el anélisis de una serie temporal por el método del ajuste analitico es
conveniente disponer los datos en la tabla siguiente, como ya se indicaba en la de
la ayuda tipo 1.

060708 |09 |10 Vi | Ve e | 1,
TOTALES
Vi 10200467 M = 2.059.542
i |=2|-1]0 [1 |2 |0
V. X —424346
i |4 |1 |0 |1 |4 |10

Para calcular la tendencia, nos fijaremos en las celdas de la parte inferior. Hemos
llenado los valores de la columna de los «totales» para poder comprobar sus cal-
culos y habra que resolver el siguiente sistema:
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y.=Na+b )i
E.y ! E 10200467 = 5a +0b
=
2 |-424346 = 0a+10b

Los resultados de este sistema nos permiten obtener la recta de tendencia:
T, =a+b =2040093,4 - 42434,6i

Para calcular la componente estacional, nos fijaremos en las celdas de la parte de
la derecha. Recordemos que hay que calcular b/m = —42434,6/12 = -3536,2 para
poder obtener las medias corregidas. Indicamos el valor de M en Ia tabla.

La componente estacional la obtenemos en valores absolutos y como indice, don-
de el valor de M es el valor de referencia.

Para obtener la componente residual r, =y, - T - ¢,, por lo que hay que tener
previamente calculados los valores de la tendencia (para cada afio) y el valor de la
componente estacional (para cada periodo).

Para hacer las previsiones hay que calcular la tendencia que corresponderd a los
afnos 2012 y 2013, y construir la serie para los periodos que nos piden sumando
estas componentes: y, =17, +e,.

Ejercicio 2

Este ejercicio es muy parecido al anterior y la tabla y los calculos seguiran el mis-
mo planteamiento.

La tabla para llenar con los «totales» sera la siguiente:

0809 |10 Vi Vi e | 1y
TOTALS M=9.772
iz 26602
I -110]1 0
VX 3948
i 11011 2
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Algunos resultados parciales que puedes comprobar:
Recta de tendencia: T, = a+bi =8867,36-1974i

b/m =-164,5
e =—011 e, =21 e, =—805
e, =278 e; =276 e, = 447
e, =5.202 e =—6.721 e, = 745
e, =707 e =1.350 e, =—332

Con estos valores se debe encontrar la componente erratica o residual y las previ-
siones que nos piden.

Ejercicio 3

Para resolver este ejercicio es necesario observar la grafica de la serie y el nimero
de datos que hay en cada «periodo» de la grafica.

110 111 112 113 1/14 115 1/16

En este caso, para calcular la tendencia debemos considerar que en esta grafica se
«repite» el patrén cada 9 observaciones y que por tratarse de datos bimensuales
tenemos 6 datos por afio. ;Cudl serd, pues, el nimero de datos que hay que tomar
en cada media para hacer un «suavizado» por el método de las medias moviles?

Para calcular la componente estacional, ;cudl serd el nimero de datos a coger?
[cuantos datos tenemos por afo?

Ejercicio 4

Se trata de una serie con muchos datos por lo que hay que advertir que seria reco-
mendable hacer los calculos con la ayuda de una hoja de calculo.

Como vamos a utilizar el método de las medias moviles, en primer lugar hay que
decidir el nimero de datos por considerar en cada media, por lo que hay que ver
la grafica de la serie:
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Viajeros en transporte publico urbano en la C. Valenciana (2006-2010)

17500

12500

miles de viajeros

7500

| T T R B R |

1106 1107 1108 1109 110

Podemos ver que tiene una periodicidad anual y como tenemos datos mensuales,
pues hay que calcular medias con 12 datos. Por tratarse de un numero par de datos,
tendremos que hacer después un «centrado».

En la siguiente tabla se indican los primeros resultados que podréis comprobar:

Enero 2006 12340
Febrero 2006 11850
Marzo 2006 13721
Abril 2006 10919
Mayo 2006 13495
Junio 2006 13029
12227,5
Julio 2006 12118 12235,9167
12244,3333
Agosto 2006 8803 12257,0833
12269,8333
Septiembre 2006 12148 12270,1667
12270,5
Octubre 2006 13141 12299,375
12328,25
Noviembre 2006 13307 12340
12351,75
Diciembre 2006 11859 12354,4583
12357,1667
Enero 2007 12542
Febrero 2007 12156 | |
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La columna de la derecha recoge los valores de la tendencia.

Para hallar la componente estacional, calculamos las medias de los datos origina-
les, por periodos y las denotamos como y,:

2006 2007 2008 2009 2010 Vi
Enero 12340 12542 12622 11869 10283
Febrero 11850 12156 12202 11365 10981
Marzo 13721 13729 10457 12024 12207
Abril 10919 11612 12960 10469 10549
Mayo 13495 13777 12713 12038 12076
Junio 13029 13094 12619 12314 11783
Julio 12118 12364 12351 11490 10621
Agosto 8803 8814 8846 8027 7698
Septiembre 12148 11768 12057 10964 10705
Octubre 13141 13266 13277 11956 11447
Noviembre 13307 12655 12474 11718 11557
Diciembre 11859 11624 11682 10894 10769

Por otra parte, en este caso, podemos aprovechar los resultados de las medias de
la tendencia (por estar calculadas con 12 datos, observaciones que tenemos de cada
afo), aunque hay que redistribuirlos en afios y periodos, en forma de tabla y calcu-
lar sus medias por periodos (filas). Las denotaremos por E,.

En la siguiente tabla tienes algunos valores para comprobar, aunque hay otros que

deberas calcular.

2006 2007 | 2008 | 2009 2010 E,
Enero 11041,125 | 11776,9896
Febrero 10991,2083 | 11749,8854
Marzo 10966,7083 | 11723,3437
Abril 10934,7083 | 11690,6667
Mayo 10906,7917 |11654,7917
Junio 10894,875
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Julio 12235,9167
Agosto 12257,0833
Septiembre 12270,1667
Octubre 12299,375
Noviembre 12340

Diciembre 12354,4583

Para calcular la componente estacional habra que restar las columnas finales de
estas dos tablas, e, =y, - E,, que nos permitird explicar cuales son los meses
de mayor y menor utilizacion del transporte publico en la Comunidad Valenciana.

Para calcular la componente erratica o residual hay que restarle a cada valor inicial
el valor de la tendencia correspondiente a cada celda en los casos en que esta existe
(no a los primeros y ultimos valores de la serie), y también le restamos el valor de
la componente estacional que corresponde a cada periodo.

En la siguiente tabla se presentan los resultados de estos calculos que puedes com-
probar. ;Sabrias explicar lo que nos dicen los valores resefiados en rojo y en azul?

2006 2007 2008 2009 2010
Enero 20,3729 462,9979 20,1646 -912,335
Febrero —-183,0396 235,5021 —220,5396 28,8771
Marzo 661,993725 | —2266,21458 | =225,214575 | 536,035425
Abril —351,25835 | 1329,90835 | —586,50835 3,15835
Mayo 281,82497 | —476,38333 | —484,84163 4,19997
Junio —141,799975 | —342,841675 | 77,908325 | —54,466675
Julio 20,168725 | 215,335425 | 498,793725 | 433,502125
Agosto —77,82652 | —101,74322 | 298,21508 290,75678
Septiembre | 106,939145 | —160,477455 | 331,647545 | 88,980845
Octubre —59,283964 | 287,674336 | 460,132736 | —59,992264
Noviembre | 302,245684 | —99,004316 | 25,203984 | —66,754316
Diciembre | —224,748979 | —130,415679 | 209,501021 | 65,251021
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Ejercicio 5

En este ejercicio nos presentan dos tablas que, evidentemente, se corresponden al
método de las medias moviles.

Fruta comercializada

miles de Kg
IIllllll‘ll\llll‘llllllll
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Miramos la grafica de la serie (el patron de periodicidad se puede decir que se re-
pite cada dos afios, 8 observaciones) y como se trata de datos trimestrales (4 datos
por afio), debemos tomar 8 datos para calcular las medias de la tendencia , ya que
mcm (8,4) = 8.

En la tabla de la izquierda faltan valores para llenar al principio, en medio y al
final. También faltan por calcular las celdas de la columna de la derecha que co-
rresponde al «centrado» (media aritmética de cada dos valores de la columna an-
terior).

Mientras, en la tabla de la derecha que nos proponen en el ejercicio, las medias
que se han calculado son de 4 observaciones, ya que por tratarse de datos trimes-
trales tenemos 4 por aio. Podemos comprobar que faltan los resultados de algunas
celdas en la columna de las medias como la del «centrado» de la columna de la
derecha. Estas medias nos permitiran calcular la componente estacional.

Habra que repetir el proceso del problema anterior:

a) Calcula las medias de los datos originales por periodos y,.

b) Organiza en forma de tabla de doble entrada (afios y trimestres) los resulta-
dos de la ultima columna de la tabla de la derecha.

c¢) Calcula las medias para cada periodo de la tabla anterior, E,.

d) Los valores de la componente estacional se obtienen restando e, =y, — E

e) Interpreta los resultados.

I

Para calcular la componente residual o erratica: #, =y, — I; — e, Tan solo po-
demos determinarla para los dos afios centrales por no disponer de mas datos de
tendencia.
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Ejercicio 6

Este ejercicio propone hacer el analisis de la serie por los dos métodos para invi-
tarnos a confrontar las dos técnicas.

a) Por el método del ajuste analitico:
Habré que rellenar la siguiente tabla. Para el calculo de la tendencia necesitaremos

las celdas de la parte inferior y utilizaremos la columna de «totales» para plantear
el sistema que nos permite obtener los coeficientes de la recta de tendencia:

2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 Vi Ve e, I,
Ircuat. | 41 | 39 | 35 | 21 | 22 112,06 %
2ncuat. | 37 | 33 | 27 | 15 | 16 97,87 %
3rcuat. | 36 | 30 | 16 | 12 | 13 TOT/?LES 90,07 %
¥ 38 34 26 16 17 131 M =282
I 0
V. X -60
i 10

En la tabla presentamos algunos resultados que podremos comprobar, y a conti-
nuacioén los resultados que hay que obtener con los valores de la tabla:

Recta de tendencia: T, =26,-6i

b/m=-6/3 =-2
Y3
M=-+—=282
m

Componente estacional:

e, =y -M=31,6-28,2=34
e, =Y, -M=27,6-28,2=-0,6
e, =Yi-M=254-282=-238
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Indices estacionales:

1, =21100 = 3’1’2-100 = 112,05 %

1, =22100 = 22100 = 97.87 %
M 2

1, = 2100 = 22100 290,07 %
M 2

b

Para calcular la componente residual: r, =y, -7, —¢,

l

b) Por el método de las medias moviles:

Hay que ver la grafica de la serie y como su comportamiento es anual y tenemos
datos cuatrimestrales, tomaremos 3 datos para calcular cada media y obtener la
columna de las medias moviles. Como se trata de un nimero impar de datos no es
necesario hacer un posterior «centradoy.

Gréfico de la serie de contrataciones

contrataciones
v
=3
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En la tabla siguiente figuran algunos resultados de los valores por comprobar.
Faltan otras celdas por llenar. La columna, ya completada, son los valores de la
tendencia. Puedes ayudarte de este grafico para interpretarla:

datos | T
41
37 38,00
36 37,33
39
33
30 32,67
35 3067
27
16
21 17,33
15 16,00
12
22
16 17,00
13
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Tendencia y serie de las contrataciones

0 fecha

trend-cycle

contrataciones
-
=
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Estos resultados, que hemos obtenido de las medias, los colocamos de nuevo en
forma de tabla de doble entrada (como el enunciado) haciendo corresponder a
cada periodo de la tabla su media, y repetiremos todo el procedimiento como se ha
indicado en el ejercicio 6.

La comparacion de los dos métodos puedes encontrarla dando respuesta a estas
cuestiones, entre otras posibles que tu puedes anadir:

a) ¢Los resultados son iguales? ;Y su interpretacion?

b) (Son igualmente fiables o la calidad de las interpretaciones depende de las
caracteristicas de los datos (periodicidad, regularidad, etc.)?

¢) ¢(Puedes hacer previsiones con ambos métodos?

El ejercicio que debes haber encontrado es el ejercicio 6.
Las portadas se diferencian Ginicamente por las noticias que aparecen, y no por la

posicion de cada noticia en la primera plana. Por lo tanto, hay que contar combi-
naciones de 6 noticias agrupadas de 4 en 4.
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Soluciones

Ejercicio 1

Para analizar la evolucion de los gastos en un departamento de una empresa, se
tomaron los siguientes datos que expresan en miles de euros los gastos cuatrimes-
trales de los cuatro afios que figuran en la tabla:

2008 | 2009 | 2010 | 2011

1.¢" cuatrimestre 26 25 21 20

2.° cuatrimestre 18 15 12 10

3. cuatrimestre 22 20 18 12

a) Suponiendo un modelo aditivo, calcula por el método del ajuste analitico, las
componentes de esta serie e interpreta cada uno de los resultados obtenidos.
b) Estima los valores de los gastos que se pueden esperar para el afio 2012.
Solucion
a) Suponiendo modelo aditivo, calcula por el método del ajuste analitico, las
componentes de esta serie e interpreta cada uno de los resultados obtenidos.
Identificacion del modelo y grdfica
Siempre hay que empezar con una grafica de los datos para ver el patrén de com-
portamiento de la serie y confirmar que podemos aplicarle un ajuste analitico de

tipo aditivo:

Serie temporal ejercicio 1

ejercicio 1

=3
Illllllllllllllll
Lo loa luvn ol

z
g

1/10 1 112

Viendo esta grafica solo cabe esperar una tendencia decreciente y también una
componente estacional bastante marcada por la «periodicidad», que podemos ver
en la grafica (eje X) que coincide con el intervalo anual que corresponde cada tres
datos.
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Calculo de la tendencia

Para calcular la componente de la tendencia llenaremos las casillas de la parte
inferior de la tabla siguiente para ajustar una recta de regresion a las medias cua-

Eyik
k .

m

trimestrales anuales que figuran en la tabla en la fila y, =

Hacer notar que y, es la media de los valores de cada columna. Recordemos tan
solo que cada dato de una serie temporal la representamos por dos subindices y,
donde i hace referencia al afio y £ hace referencia al periodo, m indica el nimero
de filas de la tabla o nimero de periodos de los que tenemos datos para cada afio.
En nuestro caso m = 3 porque un afo tiene 3 cuatrimestres.

Vemos que en la fila siguiente podemos encontrar una escalera i que hace refe-
rencia a los afios para simplificar los calculos; es recomendable poner el valor 0
en alguna de las columnas centrales de la tabla porque simplificarda muchos los
calculos posteriores.

A continuacion llenaremos las filas tercera y cuarta que hacen referenciaa v, +i y i’,
considerando los valores de las filas anteriores.

Después sumaremos las filas y obtendremos los valores que podemos encontrar en
la columna «totalesy.

2008 | 2009 | 2010 | 2011

1. cuatrimestre 26 25 21 20

2.° cuatrimestre 18 15 12 10

3. cuatrimestre 22 20 18 12 | TOTALES

iz 2 |20 | 17 | 14 73
i 10 | 1] 2 2
¥, % 22| 0 | 17 | 28 23
2 1| o | 1| 4 6

Utilizaremos estos valores «totales» para resolver el sistema que se plantea a con-

tinuacion:
N3, =Na+bYi
i i
— . . 2
Sri=aZinn3
i i i
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donde N es el numero de anos de los que tenemos datos en la tabla (en este caso,
4 afios que corresponden a las 4 columnas) y los coeficientes @ y b son los coefi-
cientes de la recta de regresion que denominamos recta de tendencia, la férmula
delacuales?, =a+b ,donde i hace referencia al afio que se indica en la escala de
la tabla superior.

Ey":N“bZi {73=4a+2b
=

E)_’i'i=02i+bzi2 23=2a+6b

i

Resolveremos el sistema por el método que consideremos mas adecuado (seria
muy fécil por reduccidn) y encontramos los valores @ = 19,6 y b =-2,7, con los
cuales se concluye que 7,= 19,6 —2,7i.

Para interpretar esta componente de la serie, 7, que se llama tendencia y que nos
explica el comportamiento del fendémeno a «largo plazo», nos fijamos en el valor
de la pendiente b = 2,7. Que por ser negativa nos permite explicar que los gastos
del departamento van decreciendo afio tras afo, y ademas podemos detallar que
el valor de la media de gastos cuatrimestrales del departamento, y, cada afio ha

disminuido en 2,7 miles de euros.

Cdlculo de la componente estacional

La segunda componente de la serie que hay que calcular es la componente esta-
cional, que denotaremos por e,, que nos permitira analizar el comportamiento del
fendmeno por periodos dentro del afio (en nuestro ejercicio, por cuatrimestres),
valorando en cuales de ellos los valores estan por encima o por debajo de un valor
global que denotaremos por M y que llamaremos media global corregida.

Los valores de e, estaran expresados en valores absolutos y en las mismas unida-
des que los datos de la tabla original (en este ejercicio en miles de euros).

Para abordar los calculos de e, trabajaremos ampliando la tabla en diferentes co-
lumnas hacia la derecha, ya que nos interesa hacer un trabajo por periodos, en este
caso, por cuatrimestres.

En la columna primera calcularemos la media de los valores de cada cuatrimestre

5

y esta media la denotaremos por y, = IN
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2008|2009 | 2010 | 2011 Y )7k e, 1,
1.7 cuatrimestre| 26 25 21 20 23 23 3,85 120,10 %
2.° cuatrimestre | 18 | 15 | 12 | 10 13,75 14,65 -4,5 | 76,50 %
3. cuatrimestre| 22 | 20 | 18 | 12 TOTi‘LES 18 19,8 0,65 103,39 %
M=19,15

En la siguiente columna calcularemos las medias corregidas ¥, (donde elimina-
mos en cada dato el valor proporcional a la tendencia que le podemos asignar a
cada periodo), suponiendo que este decrecimiento b =—2,7 ha sido constante a lo
largo de los periodos del afio.

En este ejercicio, b/m =-2,7/3 =-0,9. Al ser una tendencia negativa, los valores
de las medias corregidas ¥, seran mayores que las medias originales ¥, , ya que
estas se calculan asi:

o b
V=Y —(k-1)
m
Asi:

V=5 —2(1—1)=23—(—0,9)(1—1)=23
m

Y, =Y, —3(2—1) =13,75-(-0,9)(2-1)=14,65
m

V=9, —3(3—1) =18-(-0,9)(3-1)=19,8
m

A continuacioén, en una celda inferior calculamos M, la media de las medias corre-
gidas, ya que:

2 _23+14,65+19.8

M=t =19,15

m

y representa el valor de referencia para analizar los valores de los periodos, me-
diante e, = y,— M, que calcularemos en la siguiente columna:

e, =y,-M=23-19,15=3,85
e,=y,-M =14,65-19,15=-4,5
e,=y,-M=19,8-19,15=0,65
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La componente estacional e, nos explicita el comportamiento por periodos en
valores absolutos, indicandonos signo y cantidad en las mismas unidades que los
datos originales (miles de euros). Asi, diremos que durante el primer cuatrimestre
los gastos del departamento de nuestra empresa tienen un valor por encima de la
la media de 3850 euros, mientras que los gastos del segundo cuatrimestre son de
4500 euros por debajo de la media y el tercer cuatrimestre son superiores solo en
650 euros a dicha media. El valor de la media de referencia seria M = 19.150 euros
que podria representar un promedio de gastos cuatrimestrales global.

Otra interpretacion de estos datos se puede dar con los indices estacionales

I, = %-l 00 que calculamos en la siguiente columna, donde se indica en forma

de porcentaje (valor relativo, donde M representa el 100 %) la misma informacion
que la componente estacional, pero que al tener caracter porcentual es mas facil de
presentar sin particularizar y dar el valor de M.

I = 20100 = 23100 120,10 %
M 19,15

1, = 22100 = 195,100 — 76,50 %
M 19,15

1, = 2100 = 222100 = 103,39 %
M 19,15

Esta componente estacional expresada en términos de porcentaje, los indices es-
tacionales, nos permite analizar e interpretar el comportamiento de los datos de la
serie, es decir, los valores de los gastos del departamento por cuatrimestres.

Podremos afirmar que los gastos eran mayores en el primer cuatrimestre, con va-
lores un 20,10 % superiores a la media anual, mientras que los valores del tercer
cuatrimestre siquiera superan dicho valor en un 3,39 %. Cabe destacar que los
gastos disminuyen el segundo cuatrimestre con valores que estan alrededor del
76,50 % del valor de dicha media anual global, que podriamos considerar el valor
de M = 19,15 miles de euros.

Cdlculo de la componente residual o erratica

En tercer lugar, hay que calcular la componente erratica o residual que denotamos
por r,, que nos permite destacar el comportamiento de algin dato y,, el valor del
cual no se pueda explicar por las anteriores componentes, lo que permitira inferir
que por cualquier causa por identificar (motivos extraordinarios) este valor no esta
dentro del patron de comportamiento que hemos encontrado y con el que hemos
interpretado los datos originales para explicar el fenomeno. Los valores de esta
componente erratica deben ser pequenos en valor, variados en signo y sin regulari-
dad ni patron. Nos permiten ver que los datos reales no se ajustan completamente
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al patréon que hemos encontrado con la tendencia y la componente estacional. Es
por eso que si algun valor es muy alto o bajo dejard identificar algin dato que
corresponda al periodo de un afio, el valor del cual se aleja mucho de los valores
que cabria esperar.

La calcularemos asi 7, =y, —T, —e, en cada celda de la tabla. Para tal fin, prime-
ramente hay que calcular la tendencia para cada afio de la tabla 7, =19,6 -2,7i.

Tyos =T, =19,6-2,7(-1)=22,3
T =T, =19,6-2,70=19,6
Ty =T, =19,6-2,71=16,9
Ty =T, =19,6-2,72 =142

Los valores de la componente estacional estan en columna de la tabla e,:
e, =3,85 e, =-4,5 e, =0,65

Asi, los calculos para cada celda la estan en la siguiente tabla:

2008 2009 2010 2011

1 cnatrimestre| 26223 —3,85=]25-19,6-385=|21-169-385=| 20142385 =
- cHaimestre 0,15 1,55 0,25 1,95

o cuatrimesire | 187223 F45= | 15196 +45= | 12-169+4,5= | 10-14,2+4,5=
. cuatrimesire 0’2 —0,1 _0,4 0’3

o enatrimesire | 22223 =065= | 20-19,60,65= | 18-169-0,65= | 12—14,2—0,65=
+ cHairimestre 0,95 0,25 0,45 2,85

De estos resultados, los valores que nos llaman mas la atencion serian los corres-
pondientes al primer cuatrimestre de 2011, que es superior a lo que cabria esperar
con r,,,, =1,95,y el tercer cuatrimestre del mismo afio con un valor ain mas infe-
rior con r,, . =-2,85. Habria que estudiar si alguna circunstancia extraordinaria
justifica estos valores o, por el contrario, indica que el comportamiento del feno-
meno estd cambiando sustancialmente. Habria que estar atentos a los proximos
datos del afio siguiente.

b) Estima los valores de los gastos que se pueden esperar para el afio 2012.

Para hacer las estimaciones que nos piden en este apartado, recordemos que no
podemos prever la componente residual, por lo que calcularemos:

=T +e,

Considerando la escala que hemos adoptado en la tabla para los afios, con el
proposito de simplificar los calculos de la tendencia, podemos establecer que si
2009 =i =0, esto comporta 2012 =i =3, lo que nos permitira obtener el valor
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de la tendencia para este afio: T,,, =7,=19,6-2,73=11,5 y como conocemos
la componente estacional e, =3,85, e, =—4,5 y e, =0,65, podremos estimar los
valores de los gastos del afio 2012 por quadrimestres.

y2012,1qua =1 1,5 + 3, 85= 15,35 miles de euros
Yaor22ga =11,5—4,5="7 miles de euros

Yaoi239a = 11,5+0,65=12,15 miles de euros

Ejercicio 2

Los siguientes datos, extraidos del INI, nos muestran las pernoctaciones hoteleras
en la Comunidad Valenciana, desde el afio 2006 hasta el 2010.

Realiza un anélisis del fenomeno, obteniendo las diferentes componentes de la
serie temporal para el ajuste analitico, suponiendo un modelo aditivo. Interpreta el

significado de cada una de las componentes.

Haz las previsiones que podemos esperar para los afios 2012 y 2013.

2006 2007 2008 2009 2010
Enero 1296648 1307384 1289627 1115865 1061450
Febrero 1424453 1472806 1562471 1329013 1347885
Marzo 1750282 1892925 1993175 1700733 1800323
Abril 2152783 2226734 1868049 1925454 1943080
Mayo 2131194 2181889 2114631 1952409 2049616
Junio 2399782 2523555 2311444 2241147 2049616
Julio 2884491 2983227 2877028 2871011 2945899
Agosto 3153407 3308833 3227055 3274561 3341961
Septiembre 2540711 2580090 2524888 2381776 2424567
Octubre 2207203 2097005 2012838 1954615 2053500
Noviembre 1674433 1741296 1498967 1471579 1472610
Diciembre 1437036 1420988 1251809 1201342 1174451
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Solucion
Andalisis del modelo y grdfica

Para empezar, hay que observar la gréafica de los datos y comprobar que pueden ser
analizados por el método del ajuste analitico, suponiendo un modelo aditivo. Es
facil observar un patrén que se repite con bastante regularidad afio tras afio con un
marcado comportamiento estacional reiterado a lo largo de la coleccion de datos
que presentamos. En cambio, no se observa una tendencia de marcada pendiente,
ya que los datos se mantienen bastante constantes a largo plazo.

Pernoctaciones Comunidad Valenciana (2006-2010) Fuente m1

Ejercicio 2

s
N
=
~
St d
==
=
&
= o
=
=

Calculo de la tendencia

Consideraremos los datos de la serie siguiente que hace referencia a las pernocta-
ciones mensuales hoteleras en la Comunidad Valenciana en los tiltimos cinco afios:

2006 2007 2008 2009 2010
Enero 1296648 1307384 1289627 1115865 1061450
Febrero 1424453 1472806 1562471 1329013 1347885
Marzo 1750282 1892925 1993175 1700733 1800323
Abril 2152783 2226734 1868049 1925454 1943080
Mayo 2131194 2181889 2114631 1952409 2049616
Junio 2399782 2523555 2311444 2241147 2049616
Julio 2884491 2983227 2877028 2871011 2945899
Agosto 3153407 3308833 3227055 3274561 3341961
Septiembre | 2540711 2580090 2524888 2381776 2424567
Octubre 2207203 2097005 2012838 1954615 2053500
Noviembre | 1674433 1741296 1498967 1471579 1472610
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Diciembre | 1437036 | 1420988 | 1251809 | 1201342 | 1174451 | TOTALES
Vi 2087702 | 2144728 | 2044332 | 1951625 | 1972080 | 10200467
i ) -1 0 1 2 0
Vil —4175404 | —2144728 0 1951625 | 3944160 | —424346
i’ 4 1 0 1 4 10

Podemos ver que en la parte inferior de la tabla hemos calculado las medias men-
suales de cada afio ¥, los valores de la escala i y las dos files inferiores y,-i, i’,
que nos permitird calcular en la columna totales 1a suma de los valores de cada fila.
En todos los calculos hemos redondeado a nlimeros enteros por tratarse de nimero
de pernoctaciones.

Con estos datos, plantearemos el siguiente sistema:

2 o +b2 i 10200467 = 5a +0b
Yyii=ayi+byi 2{-424346 =0a+10b

i

donde los coeficientes a y b son los coeficientes de la recta de regresion que de-
nominamos recta de tendencia, la formula es 7,= a + bi, donde i hace referencia
al afo que se indica en la escala de la tabla superior.

Podemos ver en este ejemplo que la estrategia de darle el valor i = 0 al afo corres-
pondiente en la columna central, cuando N (nimero de anos) es impar, simplifica
mucho la resolucion del sistema. Asi:

o= 10200467 _ —424346

=2040093,4 b =-42434,6

son los coeficientes de 7, = a + bi =2040093,4 — 42434,6i que es la ecuacion de
la recta de tendencia y nos permite interpretar que a largo plazo, a partir de estos
datos, la media mensual del nimero de pernoctaciones disminuye en 42.435 per-
noctaciones por afio. Por tratarse de una cantidad pequefia en relacion a los datos
de la serie, es la razon por la cual en la grafica no observabamos claramente el
decrecimiento.

Cdalculo de la componente estacional

Para calcular la componente estacional, trabajaremos las columnas que se pueden
ver a la derecha de la tabla correspondiente a la serie de pernoctaciones de la Co-
munidad Valenciana (2006-2010).
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Vi

Recordemos que en la primera columna, y, = - son las medias de las pernoc-

taciones de cada mes calculadas con los datos originales, por filas.

La columna siguiente corresponde a las medias corregidas, la formula de las cuales
és y, =y, - —(k- 1) donde b/m =-42434,6/12 = -3536,2; recordemos que m = 12

m
porque, al tratarse de datos mensuales, tenemos 12 datos por afo.

M es la media global corregida y es la media de las medias corregidas:

Y
k

m

M=

que podemos interpretar como el valor medio de las pernoctaciones mensuales y que
representara el 100 % o valor de referencia.

Después, las dos columnas siguientes muestran los valores de la componente es-
tacional e, =y, — M y los indices estacionales I, = k100 , donde podemos ver

en qué meses el numero de pernoctaciones esta por encima o por debajo del valor
de M. Asi pues, e, nos presenta esta desviacion en cantidades absolutas (niimero de
pernoctaciones) mientras que I, lo indica de manera porcentual.

Podemos interpretar que el mes con mas pernoctaciones es agosto con un valor por
encima de la media es 59,55 %, mientras que el mes que registra menos pernoc-
taciones es enero, que registra tan solo unos valores que corresponden al 58,95 %
del valor de referencia M. Podemos observar también que los valores mas impor-
tantes se concentran en los meses de agosto, julio y septiembre, mientras que los
meses de menor afluencia corresponden a enero, diciembre y febrero.

Podemos observar un comportamiento estacional muy marcado.
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Tabla correspondiente a la serie de pernoctaciones en la Comunidad Valenciana

2006 2007 2008 2009 2010 Vi y k e, 1,
Enero 1296648 | 1307384 | 1289627 | 1115865 | 1061450 1214195 1214195 -845348 | 58,95
Febrero 1424453 | 1472806 | 1562471 | 1329013 | 1347885 1427326 1430862 ~628681 | 69,47
Marzo 1750282 | 1892925 | 1993175 | 1700733 | 1800323 1827488 1834560 224982 | 89,08
Abril 2152783 | 2226734 | 1868049 | 1925454 | 1943080 2023220 2033828,6 25714 | 98,75
Mayo 2131194 | 2181889 | 2114631 | 1952409 | 2049616 2085948 2100092,6 40550 | 101,97
Junio 2399782 | 2523555 | 2311444 | 2241147 | 2049616 2305109 2322789,8 263247 | 112,78
Julio 2884491 | 2983227 | 2877028 | 2871011 | 2945899 2912331 29335484 874006 | 142,44
Agosto 3153407 | 3308833 | 3227055 | 3274561 | 3341961 3261163 3285916,8 1226374 | 159,55
Septiembre | 2540711 | 2580090 | 2524888 | 2381776 | 2424567 2490406 2518696 459154 | 122,29
Octubre 2207203 | 2097005 | 2012838 | 1954615 | 2053500 2065032 2096858 37316 | 101,81
Noviembre | 1674433 | 1741296 | 1498967 | 1471579 | 1472610 1571777 1607139 ~452403 | 78,03
Diciembre | 1437036 | 1420988 | 1251809 | 1201342 | 1174451 | TOTALES 1297125 13360234 | —723519 | 64,87
y; 2087702 | 2144728 | 2044332 | 1951625 | 1972080 | 10200467 M = 2059542
i -2 -1 0 1 2 0
Y. -i —4175404 | —2144728 0 1951625 | 3944160 | -424346
i’ 4 1 0 1 4 10
Tendéncia | 2124962,6 | 2082528 | 2040093 | 1997658,8 | 1955224,2 b/m=-
42434,6/12=
-3536,2

Recta de tendencia: 7, = a + bi =2040093,4 — 42434,6i con i =0 que corresponde

1

al afio 2008, como podemos ver en la tabla.

Indice estacionales pernoctaciones Comunidad Valenciana

170
150
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o

Calculo de la componente residual o erratica
Para calcular la componente residual r, =y, —T. — e, habra que calcular primero el

valor de la tendencia para cada afio, y consideraremos para la componente estacio-
nal e, los valores que podemos encontrar en la tabla ya calculados. Asi:

T0s = 2040093,4 — 42434,6(-2) =2124962,6
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T, . =2040093,4 —42434,6(-1) = 2082528

T, .=2040093,4 — 42434,6 - 0 =2040093,4
T, . ,=2040093,4 —42434,6 - 1 =1997658,8
T, .=2040093,4 —42434,6 - 2 =1955224,2

y consideraremos los valores de la componente estacional:

e, =—845.348 e, = —628.681 e, =—224.982
e, =-25.714 e, = 40.550 e, =263.247
e, = 874.00 e,=1.226.374 e, =459.154
e, =37.316 e, =—452.403 e,=-723.519

Con estos datos, los valores de la componente residual estan calculados en la si-
guiente tabla (para ver mejor los datos a efectos de interpretacion hemos redon-
deado los resultados en nimero exacto de pernoctaciones y hemos resefiado con
rojo los valores negativos).

Por ser la componente residual estas cifras podrian sorprendernos, pero hay que
considerar que si comparamos los valores mas extremos resaltados (que posterior-
mente comentaremos), estamos hablando de magnitudes cercanas a +/— 150.000
frente al valor global de la tabla M = 2.059.542. Por lo cual, estamos hablando de
valores relativos cercanos al 7 %.

Hacemos esta advertencia porque todos sabemos que las cantidades que hay que
obtener de la componente residual deberian ser pequenas en valor absoluto, y que
no presentan ninguna regularidad. Ya sabemos que estamos calculando las canti-
dades no explicadas por nuestro modelo y que permitiran resaltar aquellos valores
puntuales, que por razones no predecibles, muestran divergencia del valor que
cabria esperar, atendiendo a las componentes de la tendencia y estacional.

Como se puede ver, en marzo y agosto de 2006, los valores estuvieron por debajo
las previsiones, mientras que en abril y junio de 2007 los valores estuvieron por
encima. Hay que fijarse con el comportamiento de los datos en los meses de febre-
ro, marzo y abril de 2008 y junio, julio y agosto de 2010 que presentan, en ambos
casos, la secuencia de tres meses con valores que parece que se «compensan» en
la misma temporada.

residual residual residual residual residual
2006 2007 2008 2009 2010
Enero 17033 70204 94881 —36446 —48427
Febrero -71829 18959 151058 -39965 21341
Marzo -149698 35379 178064 —71943 70081
Abril 53534 169920 -146331 —46491 13570
Mayo -34319 58811 33987 —85800 53842
Junio 11572 177780 8103 —19759 -168856
Julio —114478 26693 -37071 —654 116669
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Agosto -197930 —69 -39413 50528 160362
Septiembre —43405 38408 25641 —75036 10189
Octubre 44925 —22839 —64571 —-80359 60960
Noviembre 1874 111171 —88723 —73676 -30211
Diciembre 35592 61979 —64765 —72798 —57254

Previsiones para los arios 2012 y 2013

Hacer predicciones para los afios posteriores implica que el andlisis de nuestro
modelo sea vigente y que ninguna otra circunstancia ajena altere las regularidades
que hemos resefiado con nuestro modelo (la tendencia ligeramente decreciente y
el comportamiento mensual ya comentado).

Si queremos prever las cantidades de los anos 2012 y 2013 sera necesario calcular
la tendencia sustituyendo los valores i =4 (para el ano 2012) e i =5 (para el afio
2013). Estos valores serian los que corresponderian a estos afios en la escala de los
valores i de la primera parte de la tabla. Asi:

Ty, = 2040093,4 — 42434,6 - 4 = 1870355
T,,,, = 20400934 — 42434,6 - 5 = 18279204

y con la componente estacional antes mencionada, podremos hacer las previsiones
mensuales para los afios 2012 y 2013, estimando y, = T, +e,.

Previsiones 2012 Previsiones 2013
Enero 1870355 — 845348 = 1025007 | 1827920,4 — 845348 = 982573
Febrero 1870355 — 628681 = 1241674 | 1827920,4 — 628681 = 1199240
Marzo 1870355 — 224982 = 1645373 | 1827920,4 — 224982 = 1602938
Abril 1870355 — 25714 = 1844641 1827920,4 — 25714 = 1802207
Mayo 1870355 + 40550 = 1910905 1827920,4 + 40550 = 1868471
Junio 1870355 + 263247 = 2133602 | 1827920,4 + 263247 =2091168
Julio 1870355 + 874006 = 2744361 | 1827920,4 + 874006 =2701926
Agosto 1870355 + 1226374 =3096729 | 1827920,4+ 1226374 =3054295
Septiembre | 1870355 + 459154 = 2329509 | 1827920,4 + 459154 = 2287074
Octubre 1870355 + 37316 = 1907671 1827920,4 + 37316 = 1865236
Noviembre | 1870355 — 452403 = 1417952 | 1827920,4 — 452403 = 1375517
Diciembre | 1870355 — 723519 = 1146836 | 1827920,4 — 723519 = 1104401
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Ejercicio 3

Con los siguientes datos, extraidos de la bGT, que nos muestran las nuevas licen-
cias de todos los tipo de carnés de conducir en la Comunidad Valenciana, desde el
afio 2008 hasta el 2010, realiza un analisis del fendmeno, obteniendo las diferentes
componentes de la serie temporal por el ajuste analitico.

Interpreta el significado de cada una de las componentes.

Haz las previsiones que podemos esperar para los afios 2011 y 2012.

2008 2009 2010
Enero 12031 8380 7071
Febrero 12208 8993 7685
Marzo 9497 7973 8444
Abril 12862 7360 6781
Mayo 12567 7874 7728
Junio 12723 7881 7585
Julio 19003 11820 11138
Agosto 2147 1346 2205
Septiembre 10826 8876 7901
Octubre 11196 8374 7427
Noviembre 10628 10137 7665
Diciembre 9064 8083 5746

Solucion
Analisis del modelo y grdfico

Para empezar, hay que observar la grafica de los datos y comprobar que pueden
ser analizados por el método del ajuste analitico, suponiendo un modelo aditivo.
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Nuevas licencias en la cv (2008-2010). Fuente pGT
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Podemos observar una tendencia ligeramente decreciente y un comportamiento
estacional bastante constante, exceptuando los meses de julio y agosto.

Cdlculo de la tendencia
Consideraremos los datos de la serie siguiente que hace referencia al nimero de

las nuevas licencias de la totalidad de los tipos de permisos de conducir en la Co-
munidad Valenciana, en los anos 2008 al 2010:

2008 2009 2010
Enero 12031 8380 7071
Febrero 12208 8993 7685
Marzo 9497 7973 8444
Abril 12862 7360 6781
Mayo 12567 7874 7728
Junio 12723 7881 7585
Julio 19003 11820 11138
Agosto 2147 1346 2205
Septiembre 10826 8876 7901
Octubre 11196 8374 7427
Noviembre 10628 10137 7665
Diciembre 9064 8083 5746 TOTALES
Y, 11229 8091 7281 26602
i -1 0 1 0
Y, -q -11229 0 7281 -3948
i 1 0 1 2

Podemos ver que en la parte inferior de la tabla hemos calculado las medias men-
suales de cada afio ¥, los valores de la escala iy las dos filas inferiores ¥, -i, i, que
nos permitira calcular en la columna 7otales la suma de los valores de cada fila.
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Con estos datos, plantearemos el siguiente sistema:

ZFN‘”"?" {26602=3a+0b

E)_’i'i=azi+b2i2 - -3948 =0a+2b

i

donde a y b son los coeficientes de la recta de regresion que denominamos recta
de tendencia, la formula es 7, = a + b, donde i hace referencia al aflo que se indica
en la escala de la tabla superior.

Podemos ver en este ejemplo que la estrategia de darle el valor i = 0 al afio corres-
pondiente en la columna central, cuando N (nimero de afos) es impar simplifica
mucho la resolucion del sistema. Asi:

26602
a=

- - 8867,36 h=- 3948

=-1974

son los coeficientes de T, = a+bi=8867,36 -1974i que es la ecuacion de la recta
de tendencia y nos permite interpretar que a largo plazo, a partir de estos datos, la
media mensual del nimero de nuevas licencias disminuye en 1974 nuevos permi-
sos por afio. Por tratarse de una cantidad pequefia en relacion a los datos de la serie,
es la razon por la cual en la grafica no observdbamos claramente el decrecimiento.

Cdlculo de la componente estacional

Para calcular la componente estacional trabajaremos las columnas que se pueden
ver a la derecha de la tabla siguiente.
Eyij

Recordemos que en la primera columna, y, = son las medias de los datos de

cada mes, calculadas con los datos originales, por filas.

La columna siguiente corresponde a las medias corregidas, la férmula de las cua-

: b
lesesy, =y, - —(k—1) donde b/m =—-1974/12 =-164,5. Recordemos que m =12
m

porque, al tratarse de datos mensuales, tenemos 12 datos por afio.

M es la media global corregida y es la media de las medias corregidas.

>
k

m

M=

que podemos interpretar como el valor medio de las nuevas medias corregidas
mensuales y que representara el 100 % o valor de referencia.
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Después, las dos columnas siguientes muestran los valores de la componente es-
tacional e, =y, — My los indices estacionales I, = iy 00, donde podemos ver
en qué meses el nimero de nuevas licencias estd por encima o debajo del valor
de M. Asi pues, e, nos presenta esta desviacion en cantidades absolutas (niimero de
pernoctaciones) mientras que I, lo indica de manera porcentual.

Podemos interpretar que el mes con menos licencias nuevas expedidas es agosto
con un valor muy por debajo de la media del 31 %, mientras que el mes que registra
mas licencias expedidas es julio, que registra un valor del 53 % por encima del valor
de referencia M. Podemos observar también que el resto de meses tienen valores
bastante cercanos al 100 %, lo que podemos interpretar como que este fenomeno no
tiene un comportamiento estacional marcado, excepto los meses de julio y agosto
antes citados.

Tabla correspondiente a la serie de nuevas licencias expedidas de todos los tipos
de carnés en la Comunidad Valenciana (2008-2010)

2008 2009 2010 Ve ' e, | I,
Enero 12031 8380 7071 9161 9.161 —611 | 93,74
Febrero 12208 8993 7685 9629 9.793 21 | 100,22
Marzo 9497 7973 8444 8638 8967 -805 | 91,76
Abril 12862 7360 6781 9001 9494,5 278 | 97,16
Mayo 12567 7874 7728 9390 | 10047,6667 | 276 | 102,82
Junio 12723 7881 7585 9396 | 10218,8333 | 447 | 104,57
Julio 19003 11820 11138 13987 14974 5202 | 153,23
Agosto 2147 1346 2205 1899 | 3050,83333 | —6721 | 31,22
Septiembre 10826 8876 7901 9201 10517 745 | 107,62
Octubre 11196 8374 7427 8999 10479,5 707 | 107,24
Noviembre 10628 10137 7665 9477 | 11121,6667 | 1350 | 113,81
Diciembre 9064 8083 5746 TOTALES 7631 9440,5 -332 | 96,61
Y 11229 8091 7281 26602 = 9.772
Z -1 0 1 0
VX ~11229 0 7281 ~3948
i 1 0 1 2
Tendencia | 1084136111 | 8867,361 | 6893,361111
b/m =—-164,5
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Recta de tendencia: T, = a + bi =8867,36 —1974i con i =0 que corresponde al afio
2009, como se pueden ver en la tabla.

Indice estacional para nuevas licencias

e N e
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o

Cdalculo de la componente residual o errdtica

Para hallar la componente residual r, =y, —T, —e, se debera calcular primero el
valor de la tendencia para cada afio, y consideraremos para la componente estacio-
nal e, los valores que podemos encontrar en la tabla ya calculados. Asi:

T, = 8867,36 — 1974(~1) = 10841,36
T, = 867,36 — 1974 - 0 = 8867,36

T, =8867,36-1974-1=6893,36

2010

y consideraremos los valores de la componente estacional:

e1:—611 62221 e3=—805
e,= 278 e= 276 e= 447
e,= 5.202 e,= -6.721 e,= 745
€= 707 e,= 1.350 e,= -332

Con estos datos, los valores de la componente residual estan calculados en la si-
guiente tabla (para ver mejor los datos a efectos de interpretacion hemos redon-
deado los resultados en nlimero exacto de licencias y hemos resefiado con rojo los
valores negativos)

Hacemos esta advertencia porque todos sabemos que las cantidades que hay que
obtener de la componente residual deberian ser pequenas en valor absoluto, y que
no presentan ninguna regularidad. Ya sabemos que estamos calculando las canti-
dades no explicadas por nuestro modelo y que permitirdn resaltar aquellos valores
puntuales que por razones no predecibles, muestran divergencia del valor que ca-
bria esperar, atendiendo a las componentes de la tendencia y estacional.

Como se puede ver, en la tabla siguiente hemos remarcado en rojo los datos que
estan por debajo de los valores que cabria esperar y con azul los valores que estan
por encima. Para interpretar conjuntamente los datos reales y los resultados de
la componente estacional hemos introducido debajo de la tabla un grafico de las
subseries anuales de los datos.
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Residual Residual Residual

2008 2009 2010
Enero 1801 124 789
Febrero 1346 105 771
Marzo -539 -89 2356
Abril 2298 —1230 165
Mayo 1450 -1269 559
Junio 1435 —1433 245
Julio 2960 —2249 -957
Agosto -1973 -800 2033
Septiembre =760 —736 263
Octubre -353 —1201 -174
Noviembre —1563 —-80 -578
Diciembre —1446 —453 -816

Grafico de subseries anuales para nuevas licencias
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Podemos observar que los valores de los datos de la componente residual del afo
2008, efectivamente, corresponden a los meses, los datos de los cuales se alejan
bastante del comportamiento que corresponde al patron de los otros afios. Los
datos de agosto distorsionan un poco porque no siguen el comportamiento de la ten-
dencia anual; es como si dijéramos que es un minimo porque paran los servicios y
es independiente de los valores de la tendencia.

La mayor parte de los datos resefiados corresponden al afio 2008 porque se puede
observar mejor en este grafico que no sigue el mismo patron estacional que los
afnos siguientes, si exceptuamos los valores de los meses de verano.

En todo caso, cabe destacar que es una serie demasiado corta (tres afos) para hacer
un analisis muy riguroso.

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran [ M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapienﬁa1OO

indice



Previsiones para los arios 2012 y 2013

Hacer predicciones para los afios posteriores que implica que el analisis de nuestro
modelo sea vigente y que ninguna otra circunstancia ajena altere las regularidades
que hemos reseflado con nuestro modelo (la tendencia ligeramente decreciente y
el comportamiento mensual ya comentado).

Si queremos prever las cantidades de los anos 2012 y 2013 sera necesario calcular
la tendencia sustituyendo los valores i =2 (para el afio 2011) e i =3 (para el afio
2012). Estos valores serian los que corresponderian a estos afios en la escala de los
valores i de la primera parte de la tabla. Asi:

Ty, = 8867,36—1974-2=4919,36
Tyo1, = 8867,36 —1974-3= 294536

y con la componente estacional antes mencionada, podremos hacer las previsiones
mensuales para los afios 2011 y 2012, estimando y, =T, +e,.

Previsiones 2011 Previsiones 2012
Enero 4919,36 — 611 =4308 2945,36 — 611 =2334
Febrero 4919,36 + 21 = 4940 294536 + 21 =2966
Marzo 4919,36 — 805 =4114 2945,36 — 805 =2140
Abril 4919,36 — 278 = 4642 2945,36 — 278 = 2668
Mayo 4919,36 +276 = 5195 294536 + 276 = 3221
Junio 4919,36 + 447 = 5366 294536 + 447 = 3292
Julio 4919,36 + 5202 = 10.121 | 52945,36 +202 = 8147
Agosto 4919,36 - 6721 =—-1802 | 2945,36 - 6.721 =-3776
Septiembre | 4919,36 + 745 = 5664 2945,36 + 745 = 3690
Octubre 4919,36 + 707 = 5627 2945,36 + 707 = 3653
Noviembre |4919,36 + 1350 = 6269 2945,36 + 1.350 = 4295
Diciembre 4919,36 — 332 =4588 2945,36 —332=2614

Hay que hacer notar que los resultados de la tabla anterior estan redondeados por
tratarse de numero de nuevas licencias que podemos prever para los afios que se
sefalan. No se debe olvidar, insistimos, que la fiabilidad de estas previsiones esta
en funcion de la hipdtesis de que el fendmeno mantenga el comportamiento decre-
ciente que nos ha indicando la tendencia.
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Ejercicio 4

La siguiente grafica es la representacion de una serie temporal donde se detallan
los datos bimensuales de 6 afios. Si tuviéramos que calcular la tendencia y la com-
ponente estacional de dicha serie por el método de las medias moviles, explica
la eleccion del numero de datos que habria que considerar para el célculo de las
medias (p) en cada caso, justificando la respuesta.

v vl
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Solucion

Para empezar la resolucion por el método de las medias moviles hay que elegir el
numero adecuado de observaciones por incluir en cada media. Este nimero depen-
de de la componente que queremos encontrar.

Comenzaremos por explicar este nimero en el caso de la tendencia.

Este numero que denotaremos por p es el minimo comun multiplo, MmcMm en ade-
lante, el nimero de observaciones por afio (en este caso 6 para ser observaciones
bimensuales, es decir, tenemos un dato cada dos meses, por lo que tenemos 6 datos
por afio) y el nimero de observaciones que incluye cada «periodo» de la grafica (9
en este caso porque tal y como se ve en la gréfica, la serie tiene un comportamiento
0 patron que se repite cada 9 puntos aproximadamente).

Asi pues, para calcular la tendencia el nimero de observaciones por tomar para
cada media movil es p, donde
p =mcm (6,9) =18

Esta eleccion nos asegura que al hacer el suavizado de 18 observaciones, todas las
fluctuaciones anuales y estacionales se contemplan en cada medio, y asi sustitui-
mos cada valor que se abandona en una media por otro que seria equivalente a la
media siguiente a fin de conseguir la tendencia, que explica el comportamiento del
fenomeno a largo plazo de la serie.

Estudiamos ahora cual seria el nimero de observaciones a considerar en el caso de
la componente estacional.

En este caso, el numero p es el nimero de observaciones que hay que tomar para
tener un afo completo. Es decir, en nuestro problema, p = 6.
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En esta eleccion, cada dato es sustituido en un promedio por otra que tiene el mis-
mo comportamiento estacional el afio proximo en la media siguiente. Podremos
observar que en cada uno de los célculos siempre consideraremos los datos de un
afio completo.

Ejercicio 5

En la siguiente tabla presentamos el nlimero total de viajeros trasladados en los
servicios de transporte publico en la Comunidad Valenciana, detallados por meses,

de los anos 2006 al 2010.
2006 2007 2008 2009 2010
Enero 12340 12542 12622 11869 10283
Febrero 11850 12156 12202 11365 10981
Marzo 13721 13729 10457 12024 12207
Abril 10919 11612 12960 10469 10549
Mayo 13495 13777 12713 12038 12076
Junio 13029 13094 12619 12314 11783
Julio 12118 12364 12351 11490 10621
Agosto 8803 8814 8846 8027 7698
Septiembre 12148 11768 12057 10964 10705
Octubre 13141 13266 13277 11956 11447
Noviembre 13307 12655 12474 11718 11557
Diciembre 11859 11624 11682 10894 10769
Solucion

Calcula las componentes de esta serie por el método de las medias moviles. Inter-
preta los resultados.

Andlisis de los datos para decidir el numero de observaciones que deben tomarse
en cada media

Para empezar la resolucion por el método de las medias moviles hay que elegir el
numero adecuado de observaciones por incluir en cada media. Este nimero depen-

de de la componente que queramos encontrar.

Comenzaremos por explicar este nimero en el caso de la tendencia.
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Este nimero que denotaremos por 7 es el minimo comin multiplo, McMm en ade-
lante, el numero de observaciones por aflo (en este caso 12 para ser observaciones
mensuales) y el nimero de observaciones que incluye cada «periodo» de la grafica
(12 en este caso porque tal y como se ve, la grafica tiene un comportamiento que
se repite cada afo).

Viajeros en transporte piiblico urbano en la C. Valenciana (2006-2010)
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Para calcular la tendencia

Asi, hay que hacer las medias aritméticas de 12 datos, de tal modo que en el primer
caso, calculemos su media:

12340 +11850 +13721+10919 +...+12148 +13141+13307 + 11859
Viz = D =12227,5

y asi vamos sustituyendo un dato (el primero) por el siguiente dato de la serie, de
tal manera que siempre hacemos la media de 12 datos, es decir, determinamos por
el método de las medias moviles de 12 datos la segunda columna que utilizaremos
para calcular la tendencia de la serie. Se puede observar que siempre se trata de la me-
dia de los datos de todo un afio, aunque esta coleccion va empezando en cada media
por los diferentes meses:

Podemos observar como hemos calculado los siguientes términos de la segunda
columna:

_ 11850 +13721+10919 +...+13141+ 13307 + 11859 +12542

Yoz = D =12244,3333
Vo= 13721+10919 +13495+...+12307+11859+12542+12156 —12269.8333
Vess = 10919+13495+13029+...+1;859+12542+12156+13729 _12270.5
Voo = 113495+13029+12118+...+1121859+12542+12156+13729 1232825

y asi, sucesivamente, se calculan los valores restantes de la segunda columna que
hemos denotado por y.
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Un tema que hay que especificar es que estas medias corresponden a 12 meses
(ntimero par), por lo que es dificil hacer corresponder estas medias calculadas a
ninguno de los periodos de los que partimos, ya que no tendremos un periodo que
corresponda al centro de las observaciones promediado. En estos casos en que
el promedio corresponde a un nimero par de datos, hay que calcular la tercera
columna donde tendremos las medias moviles centradas y, ademas, es la media
aritmética de cada dos datos consecutivos de la segunda, columna para hacerlos
corresponder a un mes en particular.

Explicamos como obtener los primeros valores de la tercera columna, denotada
por T, los valores de la que consideramos que explican la «tendencia» de la serie
y nos permite ver el comportamiento de los valores de la serie a largo plazo. A
diferencia del método del ajuste analitico, la tendencia es una secuencia numérica
extraida de los valores de los datos y no disponemos de una expresion algebraica
para obtener un valor de tendencia para cada afio.

En este método de las medias moviles obtenemos un valor diferente que hace
referencia a cada mes de cada afo, exceptuando los valores iniciales y finales que
no podemos calcular.

Enero 2006 12340

Febrero 2006 11850

Marzo 2006 13721

Abril 2006 10919

Mayo 2006 13495

Junio 2006 13029 12227,5

Julio 2006 12118 12244,3333 12235,9167
Agosto 2006 8803 12269,8333 12257,0833
Septiembre 2006 12148 12270,5 12270,1667
Octubre 2006 13141 12328,25 12299,375
Noviembre 2006 13307 12351,75 12340
Diciembre 2006 11859 12357,1667 12354,4583
Enero 2007 12542 12377,6667 12367,4167
Febrero 2007 12156 12378,5833 12378,125
Marzo 2007 13729 12346,9167 12362,75
Abril 2007 11612 12357,3333 12352,125
Mayo 2007 13777 12303 12330,1667
Junio 2007 13094 12283,4167 12293,2083
Julio 2007 12364 12290,0833 12286,75
Agosto 2007 8814 12293,9167 12292
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Septiembre 2007 11768 12021,25 12157,5833
Octubre 2007 13266 12133,5833 12077,4167
Noviembre 2007 12655 12044,9167 12089,25
Diciembre 2007 11624 12005,3333 12025,125
Enero 2008 12622 12004,25 12004,7917
Febrero 2008 12202 12006,9167 12005,5833
Marzo 2008 10457 12031 12018,9583
Abril 2008 12960 12031,9167 12031,4583
Mayo 2008 12713 12016,8333 12024,375
Junio 2008 12619 12021,6667 12019,25
Julio 2008 12351 11958,9167 11990,2917
Agosto 2008 8846 11889,1667 11924,0417
Septiembre 2008 12057 12019,75 11954,4583
Octubre 2008 13277 11812,1667 11915,9583
Noviembre 2008 12474 117559167 11784,0417
Diciembre 2008 11682 11730,5 11743,2083
Enero 2009 11869 11658,75 11694,625
Febrero 2009 11365 11590,5 11624,625
Marzo 2009 12024 11499,4167 11544,9583
Abril 2009 10469 11389,3333 11444,375
Mayo 2009 12038 11326,3333 11357,8333
Junio 2009 12314 11260,6667 112935
Julio 2009 11490 11128,5 11194,5833
Agosto 2009 8027 11096,5 11112,5
Septiembre 2009 10964 11111,75 11104,125
Octubre2009 11956 11118,4167 11115,0833
Noviembre 2009 11718 11121,5833 11120
Diciembre 2009 10894 11077,3333 11099,4583
Enero 2010 10283 11004,9167 11041,125
Febrero 2010 10981 10977,5 10991,2083
Marzo 2010 12207 10955,9167 10966,7083
Abril 2010 10549 10913,5 10934,7083
Mayo 2010 12076 10900,0833 10906,7917
Junio 2010 11783 10889,6667 10894,875
Julio 2010 10621
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Agosto 2010 7698
Septiembre 2010 10705
Octubre 2010 11447
Noviembre 2010 11557
Diciembre 2010 10769

Podemos presentar los calculos de los primeros valores de la tendencia:

12227,5+12244,3333

T iuiiora006 = 5 =12235,9167
12244,3333+12269,8333
T reos2006 = 5 =12257,0833
122 +122
TsetembreZOO6 = 69,833; 70’5 = 12270,1667

y asi podemos comprobar los valores del resto de la columna.

Habria que explicar mejor que los valores de la segunda y tercera columnas, qui-
zas quedarian mejor referidos al periodo, si las presentaremos como lo hacemos
en la tabla siguiente. Hemos calculado los promedios de 12 valores y los hacemos
corresponder en el «centro» de este periodo, que situamos en la celda de la tabla
que hemos previsto intercalando una fila entre cada dos filas de datos originales,
y que después permitiran ver mas claramente los datos de este procedimiento de
medias moviles centradas. No hemos presentado los célculos de toda la serie por
motivos de espacio, como es evidente. Sin embargo, si queremos mostrarlos con
los primeros valores de la serie:

Vie Ty
Enero 2006 12340
Febrero 2006 11850
Marzo 2006 13721
Abril 2006 10919
Mayo 2006 13495
Junio 2006 13029
12227,5
Julio 2006 12118 12235,9167
122443333
Agosto 2006 8803 12257,0833
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12269,8333

Septiembre 2006 12148 12270,1667
12270,5

Octubre 2006 13141 12299,375
12328,25

Noviembre 2006 13307 12340
12351,75

Diciembre 2006 11859 12354,4583
12357,1667

Enero 2007 12542 12367,4167
12377,6667

Febrero 2007 12156 12378,125
12378,5833

Marzo 2007 13729 12362,75
12346,9167

Abril 2007 11612 12352,125
12357,3333

Mayo 2007 13777 12330,1667
12303

Junio 2007 13094 12293,2083
12283,4167

Julio 2007 12364 12286,75
12290,0833

Agosto 2007 8814 12292
12293,9167

Septiembre 2007 11768 12157,5833
12021,25

Octubre 2007 13266 12077,4167
12133,5833

Noviembre 2007 12655 12089,25
12044,9167

Diciembre 2007 11624 12025,125

Se puede observar que los primeros y ultimos datos no tienen sus medias corres-
pondientes por la técnica utilizada. Podremos interpretar mejor el sentido de estos
datos calculados con la representacion de los valores encima de la serie, que nos
permite interpretar el comportamiento a largo plazo de los valores de la utilizacion
del transporte publico en la Comunidad Valenciana:
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Tendencia de utilizacion del transporte publico en la cv
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Num. de utilizaciones de transporte publico

Podemos ver que a largo plazo, si consideramos los datos que analizamos, la utili-
zacion del transporte publico en la Comunidad Valenciana parece disminuir. Tiene
un comportamiento decreciente si observamos en el grafico anterior la linea roja
que representa los valores de la tendencia.

Para calcular la componente estacional

Para continuar el analisis debemos determinar ahora la componente estacional. A
tal fin, es necesario que calculamos por un lado los valores de las medias aritméti-
cas de los valores de cada mes. Con este proposito, situaremos los datos originales
distribuidos en filas por periodos y en columnas por afios, como se puede ver en la
tabla siguiente. En la columna de la derecha hemos calculado las medias ya citadas,

S

Vi N
2006 2007 2008 2009 2010 Vi
Enero 12340 12542 12622 11869 10283 11931,2
Febrero 11850 12156 12202 11365 10981 11710,8
Marzo 13721 13729 10457 12024 12207 12427,6
Abril 10919 11612 12960 10469 10549 11301,8
Mayo 13495 13777 12713 12038 12076 12819,8
Junio 13029 13094 12619 12314 11783 12567,8
Julio 12118 12364 12351 11490 10621 11788,8
Agosto 8803 8814 8846 8027 7698 8437,6
Septiembre 12148 11768 12057 10964 10705 11528,4
Octubre 13141 13266 13277 11956 11447 126174
Noviembre 13307 12655 12474 11718 11557 12342,2
Diciembre 11859 11624 11682 10894 10769 11365,6
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Por otra parte, vamos a ubicar en la tabla siguiente los valores de las medias movi-
les que hay que calcular con un nimero de datos p, que es el nimero de datos que
tenemos por afio. En este problema, podremos aprovechar los valores de la tercera
columna del calculo de la tendencia, ya que en este caso también utilizamos me-
dias moviles con p = 12. Asi pues, redistribuiremos los valores de dichos medios
en una tabla donde cada celda indicar el valor que corresponde a cada mes y afio.

2006 2007 2008 2009 2010 E,
Enero 12367,4167 | 12004,7917 | 11694,625| 11041,125| 11776,9896
Febrero 12378,125 | 12005,5833 | 11624,625 | 10991,2083 | 11749,8854
Marzo 12362,75 | 12018,9583 | 11544,9583 | 10966,7083 | 11723,3437
Abril 12352,125 | 12031,4583 | 11444,375 | 10934,7083 | 11690,6667
Mayo 12330,1667 | 12024,375 | 11357,8333 | 10906,7917 | 11654,7917
Junio 12293,2083 12019,25 11293,5 | 10894,875 | 11625,2083
Julio 12235,9167 12286,75 | 11990,2917 | 11194,5833 11926,8854
Agosto 12257,0833 12292 | 11924,0417 11112,5 11813,8568
Septiembre | 12270,1667 | 12157,5833 | 11954,4583 | 11104,125 11757,5058
Octubre 12299,375 | 12077,4167 | 11915,9583 | 11115,0833 11716,491
Noviembre 12340 12089,25 | 11784,0417 11120 11677,4457
Diciembre | 12354,4583 | 12025,125| 11743,2083 | 11099,4583 11636,3093

Para calcular la componente estacional habra que restar las columnas finales de
estas dos tablas, e, =y, — E,, lo que nos permitira explicar cudles son los meses
de mayor y menor utilizacion del transporte publico en la Comunidad Valenciana.

Ck
Enero 154,2104
Febrero -39,0854
Marzo 704,256275
Abril —388,86665
Mayo 1165,00833
Junio 942,591675
Julio —138,085425
Agosto —3376,25678
Septiembre | —229,105845
Octubre 900,908964
Noviembre 664,754316
Diciembre -270,709321
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Asi pues, veamos los resultados en la siguiente columna, donde podemos destacar
que el mes de mayor utilizacion del transporte publico en la Comunidad Valencia-
na se produce en mayo, seguido también de los meses de junio y octubre, por lo
contrario, se ve que el mes que destaca porque su valor es muy inferior a la media
es el de agosto. Esta interpretacion podemos comprobarla porque los méximos y
minimos de la grafica de la serie coinciden con estos valores de la componente

estacional.
“ Utilizacién del transporte piblico en la C. Valenciana
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Para calcular la componente residual o erratica

Para calcular la componente erratica o residual hay que restar a cada valor inicial
el valor de la tendencia correspondiente a cada celda en los casos en que esta existe
(no a los primeros y ultimos valores de la serie), y también le restamos el valor de
la componente estacional que corresponde a cada periodo.

En la siguiente tabla se indican estos célculos. Asi, la componente erratica para
cada periodo sera:
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2006 2007 2008 2009 2010
12542— 12622- 11869— 10283
Enero 12367,4167— | 12004,7917 11694,625 ~11041,125
~154,2104 ~154,2104 ~154,2104 154,210
12156- 12202 11365~ 10981~
Febrero 12378,125 12005,5833 11624,625 10991,2083
+39,0854 +39,0854 +39,0854 +39,0854
10457~ 12024 12207
Marzo 13777209472223’575 12018,9583 | 11544,9583 | 10966,7083
: ~704,256275 | 704256275 | ~704,256275
11612- 12960~ 10469 10549~
Abril 12352,125 12018,9583 11444,375 10934,7083
+388,86665 | +388,86665 | +388,86665 | +388,86665
13777~ 12713~ 12038 12076-
Mayo 12330,1667 12024,375 11357,8333 | 10906,7917
~1165,00833 | ~1165,00833 | -1165,00833 | —1165,00833
13094 12619— 11783-
Junio 12293,2083 12019,25 13;41‘3_51911269735’5 10894,875
~942,591675 | -942,591675 : -942,591675
12118 - 12351- 11490
Julio 12235,9167 12316; ééijg’gs 119902917 | 11194,5833
+138,085425 : +138,085425 | +138,085425
8803 — 8846
14-12292 27— 11112
Agosto 12257,0833 f§37 6rs 6978 11924,0417 823;7 625 675
+3376,25678 : +3376,25678 :
12148 — 11768 12057— 10964
Septiembre | 12270,1667 12157,5833 11954,4583 11104,125
+229,105845 | +229,105845 | +229,105845 | +229,105845
13141- 13266 13277~ 11956
Octubre 12299,375 12077,4167 119159583 | 11115,0833
-900,908964 | -900,908964 | -900,908964 | -900,908964
Noviempe | 1330712340 | 12655-1208925 | | 1171173;1 S| 171811120
664754316 | 664754316 | (O T | ~664754316
11859~ 11624 11682- 10894
Diciembre | 12354,4583 12025,125 11743,2083 | 11099,4583
+270,709321 | +270,709321 | +270,709321 | +270,709321

Asi pues, podemos concluir que la variable residual o

cada periodo son los valores de la siguiente tabla:
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2006 2007 2008 2009 2010
Enero 20,3729 462,9979 20,1646 -912,335
Febrero —-183,0396 235,5021 —220,5396 28,8771
Marzo 661,993725| -2266,21458 | —225,214575 | 536,035425
Abril —351,25835 | 132990835 | —586,50835 3,15835
Mayo 281,82497 —476,38333 —484,84163 4,19997
Junio —141,799975 | -342,841675 77,908325 | —54,466675
Julio 20,168725 | 215,335425| 498,793725 433,502125
Agosto —77,82652 —-101,74322 298,21508 290,75678
Septiembre 106,939145 | —160,477455 331,647545 88,980845
Octubre —-59,283964 287,674336 460,132736 —-59,992264
Noviembre 302,245684 -99,004316 25,203984 —66,754316
Diciembre | -224,748979| -130,415679 209,501021 65,251021

Para facilitar la interpretacion de los datos de esta tabla, hemos resaltado en rojo
los valores que corresponden a periodos donde la utilizacion del transporte publico
ha sido por encima de lo esperado atendiendo al modelo que hemos encontrado, y
los valores resefiados en azul corresponden a periodos con valores que estan por
debajo de las previsiones, siempre segin el modelo que hemos estudiado.

Podemos destacar que los valores que se encuentran de alguna manera «fuera del
modelo» corresponden, en todos los afios de nuestra tabla, a los meses de marzo
y abril. Podriamos explicar que, tal vez, hay que considerar que en estos meses
se producen fiestas importantes en la Comunidad y que las vacaciones de Semana
Santa y Pascua son también en estos meses de manera oscilante y no en un mes
concreto, lo que hubiera facilitado el estudio de la componente estacional.

Hacemos esta consideracion porque hemos observado que la componente estacio-
nal nos permite interpretar que los meses que corresponden a vacaciones escolares
y/o laborales (julio, agosto, septiembre y diciembre) tienen valores que indican
menos utilizacion del transporte publico. También el mes de abril estd en este
grupo y puede variar, segun el afio, el comportamiento de marzo y abril como se
puede interpretar de los datos de la componente erratica o residual.
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Ejercicio 6

Realiza la grafica de la siguiente serie que indica los miles de kilos de fruta comer-
cializada por trimestres en los ultimos 4 afios.

2008 | 2009 | 2010 | 2011

1.9 trimestre 10 23 12 29

2.° trimestre 11 27 11 28

3. trimestre 9 25 10 21

4. trimestre 8 20 8 23

Observa las siguientes tablas que presenten los calculos que hemos hecho para
obtener la tendencia y la componente estacional de dicha serie.

datos datos
10 10
11 11
9 9
12,75
8 8
16,75
23 23 18,75
27 27
16,875 23,75
25 16,9375 25 22,375
17 21
20 17 20 19
17 17
12 17,375 12 15,125
13,25
11 11 11,75
17,875 10,25
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10 17,625 10
17,375
8 8 16,625
18,75

29 29 20,125
28 28
21 21
23 23

Solucion
a) Identifica el método empleado, afiade aquellos datos que faltan en las tablas,
comentando el procedimiento de calculo que hay que hacer en ellas, justifican-
dolos.

Grdfico y visualizacion del modelo

Para empezar, presentaremos el grafico de los datos de la serie original:

Fruta comercializada

miles de Kg
|III‘III‘II\'III‘III‘III'

™ |III‘III‘II\'III‘III‘III'

108 1109 1/10 1111 171

y podemos ver que la periodicidad del fendmeno, hace que los datos repitan el
«patrény cada dos afios.

Calculo de la tendencia

Nos piden que identifiquemos el procedimiento para obtener las componentes de
la serie. Parece bastante evidente que estamos trabajando por el método de las
medias moéviles y habré que ver cudl es el nimero de datos que hay que tomar para
hacer cada media en el calculo de la tendencia.
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Para decidirnos hay que considerar dos nimeros: el nimero de datos de cada «pe-
riodo» de la grafica antes presentada (en este caso, es evidente, que es 8) y el nu-
mero de observaciones por afio (en este caso, es 4 porque son datos trimestrales).

Por lo que el nimero de datos por coger es el mcm (4, 8) = 8. Pero esta decision
permite ver que la tabla de la izquierda est4 construida para calcular la tendencia,
haciendo en la columna primera las medias con p = 8, y a la derecha el posterior
centrado que hay que hacer por tratarse de un nimero par de datos.

También observamos que esta incompleta. Presentamos la tabla finalizada y a con-
tinuacion los calculos que hemos hecho para completarla.

La primera media que falta en la primera columna la hemos obtenido tomando los
primeros 8 datos (lo indicaremos en el subindice). Asi:

_10+11+9+8+23+27+25+20

Yis g =16,625

del mismo modo, continuaremos rellenando las siguiente casillas de la misma co-
lumna. Indicamos al subindice el ordinal de los datos extremos del intervalo de
datos que tomaremos en cada media. Hay que recordar que estamos empleando un
método de «suavizadoy» para medias moéviles.

11494+8+23+27+25+20+12
Yoo =
8
O+8+23+27+25+20+12+11

Vi = S =16,875 (que ya figura en la tabla)

y asi podemos ir comprobando las celdas las ya calculadas hasta que llegamos a la
media siguiente que estd vacia:

=16,875

Vo= 27+25+20+12+11+10+8+29 _17.75
8
y también falta la Gltima celda que corresponde a la media siguiente (que calcula-

mos con los datos de los ultimos dos afios):

Youe =12+11+10+8+829+28+21+23=17’75

Como podemos ver en la tabla anterior, esta columna no se relaciona todavia con
los valores de la tendencia, ya que las medias obtenidas no corresponden a los
periodos (trimestres) de los que tenemos los datos. Como se trata de medias ob-
tenidas con un nimero par de datos se hara un posterior centrado para evitar este
problema. A tal fin, hay que hacer la media aritmética de cada dos datos (medias
de la columna primera).
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Para completar esta primera columna, que ya corresponde a los valores de la ten-
dencia para cada periodo (T, ), hemos empezado llenando las primeras casillas que
faltaban a partir de los primeros datos de la columna anterior. Asi, tenemos:

16,625+16,875

=16,75

To9/1 =

T, - 16,875;—16,875 _16.875

los siguientes datos de la tabla estan ya calculados hasta llegar a la siguiente celda
la vacia que corresponde a:

T, - 17,75+17,875 _17.8125
2

y la altima, obtenida a partir de las ultimas medias:

T, = 17,375+17,75 _17.5625
2

Podemos ver que el calculo de la tendencia por este método impide obtener la ten-
dencia de los primeros y ultimos periodos por carencia de datos para calcular las
medias moviles y el posterior centrado.

b) Calcula la componente estacional

El célculo de la componente estacional por el método de las medias moviles esta
reflejado en la tabla de la derecha. En este caso el nimero de observaciones que
nos hace falta coger para cada media, es el nimero de observaciones que tenemos
por aio. En este caso los datos son trimestrales, pues, hay que coger 4 datos en
cada media.

Indicamos a continuacion los célculos de las medias que faltan en las celdas vacias
e indicaremos el subindice con el ordinal de los datos del intervalo de valores que
tomamos en cada una.

Asi, empezaremos por las primeras celdas que podemos calcular en la primera
columna. Los resultados estan en rojo en la tabla siguiente:

_10+11+9+8_

YVica 1 9,5
Vo5 = w =12,75 (ya estd en la tabla)

Podemos comprobar los siguientes resultados hasta llegar a las celdas:

_8+23+27+25

Vo= =20,75
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_ 11+10+8+29
y10—13 =f=14’5

Y las de las ultimas columnas:

_ 8+29+28+21
Yirois = =215
4
_ 20+28+21+23
Vizoie = 4 =25,25

Como también se trata de un nimero par de datos (p = 4) habra también que hacer
el centrado, al igual que en la tabla de la izquierda. Para llenar la segunda columna
recordemos que deberemos hacer la media aritmética de cada dos medias. Indica-
remos el subindice del afio y trimestre al que hacer corresponder cada resultado.
Asi, la primera celda, denotada por ¥, corresponde a la media movil del tercer
trimestre del afio 2008.

y(v)m _ 9,5+12,75 Z1L125
2
_ 12,75+16,75
Yoy =————=14,75
2
_ 20,75+23,75
Yoo =——————=22,25
2
yl.o/s _ 10,25+14,5 12,375
2
y;l/2 _ 21,5+225,25 23,375

Todos estos resultados se pueden ver en la tabla siguiente:

datos T; datos Vi
10 10
11 11
9,5
9 9 11,125
12,75
8 8 14,75
16,625 16,75
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23 16,75
16,875

27 16,875
16,875

25 16,9375

17
20 17
17

12 17,375
17,75

11 17,8125
17,875

10 17,625
17,375

8 17,5625
17,75

29

28

21

23

23 18,75
20,75

27 22,25
23,75

25 22,375

21
20 19
17

12 15,125
13,25

11 11,75
10,25

10 12,375
14,5

8 16,625
18,75

29 20,125
21,5

28 23,375
25,25

21

23

Pero, recordemos que estas medias de la columna de la derecha de la tabla derecha
no son mas que uno de los pasos del calculo de la componente estacional:

Hay que hacer, en parte, el calculo de las medias de los datos originales por pe-
riodos. Las denotaremos por y, y estan en la columna derecha de la siguiente

tabla:

2008 | 2009 | 2010 | 2011 Vi
1.7 trimestre 10 23 12 29 18,5
2.° trimestre 11 27 11 28 19,25
3. trimestre 9 25 10 21 16,25
4.° trimestre 8 20 8 23 14,75
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Por otra parte, situaremos las medias moéviles de la tabla de la derecha, ya cum-
plimentada, en esta distribucion por afios y periodos, haciendo corresponder cada
valor al periodo adecuado. Veamos:

2008 | 2009 | 2010 | 2011 | ¥, E, e,
L. trimestre 18,75 | 15,125 | 20,125 | 18,5 | 18 0,5
2. trimestre 22,25 | 11,75 | 23,375 | 19,25 | 19,125 | 0,125
3. trimestre | 11,125 | 22,375 | 12,375 16,25 | 15,292 | 0,958
40 trimestre | 14,75 | 19 | 16,625 14,75 | 16,792 | -2,042

Mantenemos la columna de la tabla anterior con los valores de y,, y en la colum-
na siguiente también calculamos la media aritmética de estos valores por filas o
periodos, considerando el numero de valores que disponemos. Hay que ver que
quedan celdas vacias. Los denotaremos por E;.

Anotemos luego como calcularlas:

_18,75+15,125+20,125

E 18
3

E2 _ 22,25+11,ZS+23,375 ~19.125

E3 _ 11,125+22,3375+12,375 ~15.292

E4 _ 14,75+12+16,625 ~16,792

y en la ultima columna ya podemos obtener la componente estacional e,, restando
estas columnas que acabamos de explicar: e, =y, - E.

I

e, =18,5-18=0,5
e, =19,25-19,125=0,125
e, =16,25-15,292 =0,958
e, =14,75-16,792 = -2,042

Podemos interpretar, si analizamos estos resultados, que los datos del cuarto tri-
mestre son muy inferiores a los del resto y destacariamos los valores del tercer
trimestre por encima de la media global.

@ P. Juan Verdoy | M. J. Beltran [ M. J. Peris - ISBN: 978-84-15444-38-1 Problemas resueltos de estadistica aplicada a las ciencias sociales - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapienﬂa1OO

indice



c¢) Calcula la componente erratica o residual.

Para calcular la componente erratica o residual, considerando que trabajamos con
un modelo aditivo, restaremos a cada dato original los valores de la tendencia y la
componente estacional. Asi, distribuiremos también la tabla de los valores de la
tendencia por periodos y afios. En la siguiente tabla tenemos esta distribucion, por
lo que se puede ver que solo podremos calcular la componente residual de las dos
columnas centrales.

2008 | 2009 2010 | 2011
1.7 trimestre 16,75 17,375
2.° trimestre 16,875 | 17,8125
3. trimestre 16,9375 | 17,625
4.° trimestre 17 17,5625

Asi, considerando que 7, =y, — T — ¢, tenemos los siguientes resultados:

2008 2009 2010 2011
1. trimestre 23-16,75-0,5=15,75 12-17,375-0,5=-5,875
2.° trimestre 27-16,875-0,125=10 11-17,8125-0,125=-6,9375
3. trimestre 25-16,9375-0,958=7,1045 | 10-17,625—-0,958 =-8,583
4.° trimestre 20-17+2,042=15,042 8—17,5625 + 2,042 =-7,5205

En los valores que obtenemos en esta tabla, destaca mucho el comportamiento de
los datos con fluctuaciones muy importantes de cada afio, como podiamos ver en
la gréfica inicial. Podemos ver que un afio tiene los valores muy bajos y el siguien-
te mucho mayores. Esta circunstancia es la que podemos ver reflejada en la tabla
anterior de la componente residual, que en esta serie, lo que se destaca es mas bien
ese comportamiento ciclico bianual.

Ejercicio 7

La siguiente serie cronoldgica muestra el nimero de nuevas contrataciones de
cierta superficie comercial por cuatrimestres en los afos que se indican:

2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011

1.¢" cuatrimestre 41 39 35 21 22

2.° cuatrimestre 37 33 27 15 16

3. cuatrimestre 36 30 16 12 13
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a) Realiza la grafica de la serie y, suponiendo un modelo aditivo, calcula por el
método del ajuste analitico las componentes de esta serie, e interpreta cada
uno de los resultados obtenidos.

b) Haz las previsiones que podemos esperar para los afios 2012 y 2013.

c¢) Realiza el andlisis de la serie por el método de las medias moéviles, estiman-
do también las componentes de la serie.

d) Compara los resultados del andlisis por los dos métodos empleados.

Solucion
a) Realiza la grafica de la serie y, suponiendo un modelo aditivo, calcula por el
método del ajuste analitico las componentes de esta serie, e interpreta cada
uno de los resultados obtenidos.
Identificacion del modelo y grdfica
Siempre hay que empezar con una grafica de los datos para ver el patron de com-

portamiento de la serie y nos confirme que podemos aplicarle un ajuste analitico
de tipo aditivo:

Grafico de la serie de contrataciones

contrataciones

~
et
| AL LRI AR R L Ll

> Wbl b |

107 1408 1109 1/10 1711

Viendo esta grafica solo cabe esperar una tendencia decreciente y también una
componente estacional bastante marcada por la «periodicidad», que podemos ver
en la grafica (eje X) que coincide con el intervalo anual que corresponde cada tres
datos.

Calculo de la tendencia

Para calcular la componente de la tendencia llenaremos las casillas de la parte
inferior de la tabla siguiente para ajustar una recta de regresion en las medias cua-
Eyik

k

m

trimestrales anuales que figuran en la fila y, =

Hacer notar que y, es la media de los valores de cada columna. Recordemos tan
solo que cada dato de una serie temporal la representamos por dos subindices y,,
donde i hace referencia al afio y k hace referencia al periodo. Ademas, m indica
el nimero de filas de la tabla o nimero de periodos de los que tenemos datos para
cada afio. En nuestro caso, m = 3 porque un afio tiene 3 cuatrimestres.
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Podemos ver que en la fila siguiente hay una escalera i que hace referencia a los
afios para simplificar los calculos; es recomendable poner el valor 0 en la columna
central porque simplificara mucho el calculo del sistema que hay que plantear para
obtener los coeficientes de la recta de tendencia.

A continuacion llenaremos las filas tercera y cuarta que hacen referenciaa y, i y
i, considerando los valores de las filas anteriores.

Después sumaremos las filas y obtendremos los valores que podemos encontrar en
la columna «totalesy.

2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011

1.¢" cuatrimestre 41 39 35 21 22

2.° cuatrimestre 37 33 27 15 16

3.¢" cuatrimestre 36 30 16 12 13 | TOTALES

Vi 38 34 26 16 17 131
I -2 | -1 0 1 2 0

Vil —76 | -34 0 16 34 —60
i 4 1 0 1 4 10

Utilizaremos estos valores «totales» para resolver el sistema que se plantea a con-
tinuacion:

Yy, =Na+byi
Ny i=ayithyi

i

donde N es el numero de anos de los que tenemos datos en la tabla (en este caso,
4 afos que corresponden a las 4 columnas) y los coeficientes @ y b son los coefi-
cientes de la recta de regresion que denominamos recta de tendencia, la formula
es T, = a +ib, donde i hace referencia al afio que se indica en la escala de la tabla

superior.
Y yi=Na+byi
,~ ,, 131=5a+0b
=
— . . 2 =
Eyi-l=a21+b2l -60=0a+10b
i i i
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Resolveremos el sistema aislando en cada ecuacion el valor de los coeficientes a
1 b. La tarea se facilita por la situacion del O de la escala en la columna central en
cuanto su nimero es impar.

Los valores que hemos calculado son: a = B1_ 26,2y b= % =-6, con los que

podemos concluir que 7i = 26,2 - 6..

Para interpretar esta componente de la serie, 7;, que se llama tendencia y que nos
explica el comportamiento del fendémeno a «largo plazo», nos fijamos en el valor
de la pendiente b = —6, que por ser negativa nos permite explicar que las contrata-
ciones van decreciendo afio tras afio, y podemos ademads detallar que el valor de la

media de gastos cuatrimestrales del departamento, y,, ha disminuido en 6 cada afio.

Cdlculo de la componente estacional

La segunda componente de la serie que hay que calcular es la componente esta-
cional, que denotaremos por e, , que nos permitird analizar el comportamiento del
fenomeno por periodos dentro del afio (en nuestro ejercicio, por cuatrimestres),
valorando en cudl de ellos los valores estan por encima o por debajo de un valor
global que denotaremos por M y que llamaremos media global corregida.

Los valores de e, estaran expresados en valores absolutos y en las mismas unida-
des que los datos de la tabla original (en este ejercicio en miles de euros).

Para abordar los calculos de e,, trabajaremos ampliando la tabla en diferentes co-
lumnas hacia la derecha de la tabla original, ya que nos interesa hacer un trabajo
por periodos, en este caso, por cuatrimestres.

En la columna primera calcularemos la media de los valores de cada cuatrimestre
2
y esta media la denotaremos pory, = -

2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 Vi Ve e I,
1.¢" cuatrimestre | 41 39 35 21 22 31,6 31,6 3,4 | 112,06 %
2.° cuatrimestre 37 33 27 15 16 25,6 27,6 -0,6 | 97,87 %
3. cuatrimestre | 36 30 16 12 13 TOTIfLES 21,4 25,4 -2,81 90,07 %
M=282
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En la siguiente columna calcularemos las medias corregidas 3, (donde elimina-
mos en cada dato el valor proporcional a la tendencia que le podemos asignar a
cada periodo), suponiendo que este decrecimiento b = —6 ha sido constante a lo
largo de los periodos del afio.

En este ejercicio, b/m =—6/3 =-2. Al ser una tendencia negativa, los valores de las
medias corregidas y, seran mayores que las medias originales y,, ya que estas se
calculan asi:

o b
Ve =yi— —(k-1
m
Asi:

v, =9, —ﬁ(l—l)=31,6—(—2)(1—1)=31,6
m

¥, =5, -2 (2-1)=25,6-(-2)2-1)= 27,6
m

¥, =7, —2(3—1) =21,4-(-2)(3-1)=25,4
m

A continuacion, en una celda la inferior, calculamos M, la media de las medias
corregidas, ya que:

2 31,6427,6425.4

M=t =28,2

m

y representa el valor de referencia para analizar los valores de los periodos, me-
diante e, =y, — M, que calcularemos en la siguiente columna.

e, =y, -M=31,6-282=34
e,=y,-M=27,6-28,2=-0,6
e,=y,—M =254-282=-238

La componente estacional nos explicita el comportamiento por periodos en valo-
res absolutos, indicandonos signo y cantidad en las mismas unidades que los datos
originales (miles de euros). Asi, diremos que en el primer cuatrimestre las contra-
taciones de nuestra serie tiene unos valores por encima de la media, mientras que
las contrataciones del segundo cuatrimestre son aproximadamente el valor de la
media y el tercer cuatrimestre son ligeramente inferiores a dicha media. El valor
de la media de referencia seria M = 28,2 que podria representar una media de con-
trataciones cuatrimestrales global.
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Otra interpretacion de estos datos se puede dar con los indices estacionales

I, =%'100 que calculamos en la siguiente columna donde se indica en forma

de porcentaje (valor relativo, donde M representa el 100 %) la misma informacion
que la componente estacional, pero que al tener caracter porcentual es mas facil de
presentar sin particularizar y dar el valor de M.

1 = 20100 = 220400 = 112,05 %
M 28,2

1, =22100 = 279100 = 98,87 %
M 2

1, = 21100 = 224100 = 90,07 %
M 28,2

Esta componente estacional expresada en términos de porcentaje, los indices es-
tacionales, nos permite analizar e interpretar el comportamiento de los datos de la
serie, es decir, los valores de las contrataciones por cuatrimestres.

Podremos afirmar que los gastos eran mayores en el primer cuatrimestre, con valo-
res de un 12,05 % superiores a la media anual, mientras que los valores del tercer
cuatrimestre solo llegan a tener valores inferiores en un 10% aproximadamente
inferiores. Cabe destacar que las contrataciones del segundo cuatrimestre tienen
valores que estan en torno al valor de dicha media anual global, que podriamos
considerar el valor de M = 28,2 contrataciones.

Cdalculo de la componente residual o erradtica

En tercer lugar, hay que calcular la componente erratica o residual, que denotamos
por r,, que nos permite destacar el comportamiento de algin dato y,, el valor del
cual no se pueda explicar por las anteriores componentes, lo que permitird inferir
que por cualquier causa por identificar (motivos extraordinarios) este valor no esta
dentro del patron de comportamiento que hemos encontrado y con el que hemos
interpretado los datos originales para explicar el fenomeno. Los valores de esta
componente erratica deben ser pequeilos en valor, variados en signo y sin regulari-
dad ni patron. Nos permiten ver que los datos reales no se ajustan completamente
al patréon que hemos encontrado con la tendencia y la componente estacional. Es
por eso que si algun valor es muy alto o bajo dejard identificar algin dato que
corresponde al periodo de un afio, el valor del cual se aleja mucho de los valores
que cabria esperar.

La calcularemos asi r, =y, — T, — ¢, en cada celda la de la tabla. Para tal fin, prime-
ramente hay que determinar la tendencia para cada afio de la tabla 7, = 26,2 - 6i.
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Ty =T,=26,2-6-(-2)=38,2
Tyw=T,=26,2-6(-1)=32,2
Ty =T, =26,2-60=26,2
Ty =T, =26,2-61=20,2
T, =T,=26,2-62=14,2

Los valores de la componente estacional estan en la columna de la tablae,. Asi:

Los calculos para cada celda estan en la siguiente tabla:

2007 2008 2009 2010 2011
I i y 41-38,2-34 1| 39-322-34 | 35-262-34 | 21-202-3,4|22-142-34
" cuatrimestre - 06 —34 =54 =26 4.4
20 rimest 37-38,2+0,6 |33-322+0,6 | 27-26,2+0,6 | 15-20,2+0,6 | 16—14,2+0,6
.° cuatrimestre - 06 — 14 —14 =46 =24
30 i p 36-38,2+28|30-322+28|16-262+2,8 |12-20,2+2,8 | 13-142+238
" cuatrimestre ~ 0.6 ~0.6 - 74 =54 1,6

De estos resultados, podemos observar que los valores que nos llaman la atencion
los marcamos con color rojo. Podremos destacar los correspondientes al primer
cuatrimestre de 2009, que es superior a lo que cabria esperar con ry49; = 5,4 y el
tercer cuatrimestre del mismo afio con un valor atin muy inferior con ry;; ; =—7,4.
Y también el valor del tercer cuatrimestre de 2010 7,443 = —5,4 que nos indica
que ese cuatrimestre es un valor inferior al que cabria esperar. Habria que estudiar
si alguna circunstancia extraordinaria justifica estos valores.

b) Haz las previsiones que podemos esperar para los afios 2012 y 2013.

Para hacer las estimaciones que nos piden en este apartado, recordemos que no
podemos prever la componente residual, por lo que calcularemos:

yi =T, +e

Considerando la escala que hemos adoptado en la tabla para los afios, con el
proposito de simplificar los calculos de la tendencia, podemos establecer que si
2009 =i=0, esto comporta 2012 =i =3, lo que nos permitira obtener el valor
de la tendencia para este afio: T,,, =7, =26,2-63=8,2 y como conocemos la
componente estacional ¢, =3,4, e, = -0,6 y e; = —2,8, podremos estimar los va-
lores de los gastos del afo 2012 por cuatrimestres:
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Y2012.1qua = 82 +3,4 = 1,6 contrataciones
Y2012.2qua = 8,2-0,6 = 7,6 contrataciones

Y20123qua = 82-2,8 = 5,4 contrataciones
Repetimos el proceso para el afio 2013=>i=4 con el valor de la tendencia

T,,=T,=26,2-64=2,2 y podremos estimar:

Y2013,1qua = 2,2+ 3,4 = 5,6 contractaciones
Y2013.2qua = 22~ 0,6 = 1,6 contractaciones

Y2013 3qua = 252~ 2,8 =- 0,6 contractaciones
c¢) Realiza el andlisis de la serie por el método de las medias moviles, estiman-
do también las componentes de la serie.
Grdfico y analisis de la serie

Para analizar la serie por el método de las medias moviles, hay que fijarse en la
grafica de la serie que nos permite ver que tiene una periodicidad anual.

Griéfico de la serie de contrataciones

42
37
32
27
22
17

contrataciones

S Qv bbbl

1/07 1/08 1/09 1/10 1711

Calculo de la tendencia

Para calcular la tendencia hay que elegir el nimero de datos que tomaremos para
determinar cada una de las medias. En este caso p = 3. A tal fin, escribimos en la
tabla siguiente los resultados de las medias moviles que son los valores de la ten-
dencia y la gréfica de su interpretacion:
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datos T, Tendencia y serie de las contrataciones
41 YE ER.
37 3800 5 b E e
36 [3733]  § oak
39 | 36,00 g nf
33 | 34,00 "E L
30 | 32,67 " m
35 30,67
27 26,00
16 21,33
21 17,33
15 16,00 Se ve un comportamiento a largo plazo decreciente,
12 16,33 aunque con los ultimos datos parece que empieza a
22| 16,67 | corregirse.
16 17,00
13

Calculo de la componente estacional

Para calcular la componente estacional, hay que determinar en primer lugar las
medias de los datos originales por periodos. Las denotamos por y,.

2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | Yy

1. cuatrimestre | 41 39 35 21 22 31,6

2.° cuatrimestre 37 33 27 15 16 25,6

3.9 cuatrimestre | 36 30 16 12 13 21,4

Por otra parte, tomaremos las medias moviles con p = 3, ya que es el numero de
datos por afio. En nuestro caso podremos aprovechar los datos ya calculados en el
apartado anterior. Los colocaremos distribuidos por afios y cuatrimestres.

En la columna de la derecha afiadimos las medias de cada cuatrimestre por filas y
las denotamos por E,.

2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 Ek e
1.7 cuatrimestre 36,00 | 30,67 | 17,33 | 16,67 | 25,17 | 6,43
2.° cuatrimestre | 38,00 | 34,00 | 26,00 | 16,00 | 16,56 | 26,11 | —0,51
3. cuatrimestre | 37,33 | 32,67 | 21,33 | 16,33 26,92 | —5,52
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Para hallar la componente estacional restamos estas columnas calculadas entre si.
Asi, e, =y, - E, nos permite interpretar el comportamiento de la serie por cua-
trimestres.

Es evidente que los primeros cuatrimestres los valores de la serie tienen los mayores
valores con 6,43 contrataciones por encima de una hipotética media anual. Desta-
caremos también el resultado del tercer cuatrimestre con valores inferiores, que se
reflejan con el —5,52 contrataciones que veamos en la celda correspondiente. Esta
interpretacion también es coherente con la grafica de la serie que hemos visto al
comenzar el problema.

Subseries anuales de las contrataciones

42 . " i 4 Cycle

q 2

3 -3

Contrataciones
(39
~
T

Cuatrimestres

Cdlculo de la componente erratica o residual

Para calcular la componente residual le restaremos a los datos originales la ten-
dencia y la componente estacional, considerando que no lo podremos hacer con el
primer y ultimo dato por falta de las medias de la tendencia: r, =y, — T, —e,. En
la siguiente tabla se presentan los calculos y resultados.

2007 2008 2009 2010 2011
L enat 39-36-6,43 = | 35-30,67—6,43 | 21 — 17,33 — 6,43 | 22— 16,67 — 6,43
- cuat 3,43 - 2,1 - 2,76 =-1,1
o enap | 3738T051=| 33-34+051= | 27-26+051= | 15-16+0,51= | 16-16,56 + 0.5
- cuat. ~0.49 0,49 1,51 0,49 = 0,05
3o gy, | 3637335552 30-32,67+5,52 | 16-2133+5,52 | 121633 +5,52
- cuat. = 4,19 =285 =0,19 - 1,19

Aunque no son cantidades muy elevadas, hemos resefiado en rojo los datos que
corresponden al primer cuatrimestre del afio 2008 por ser 3,43 menos contratacio-
nes de lo que se espera para la regularidad del fendmeno. También hemos resefiado
el dato del tercer cuatrimestre de 2007, que es de 4,19 contrataciones por encima.

d) Compara los resultados del andlisis por los dos métodos empleados.

La principal diferencia entre ambos métodos es la posibilidad de hacer previsiones
por el método del ajuste, que no podemos hacer con el de las medias moéviles, ya
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que la ecuacion de la recta de tendencia que obtenemos con el método del primer
enunciado nos permite obtener valores de tendencia por afios cercanos, siempre
que consideramos como hipoétesis de trabajo que el fendmeno mantendrd un com-
portamiento similar a los datos reales que tenemos.

Con ambos métodos la tendencia es decreciente.

Si consideramos la componente estacional del método del ajuste

el = 3,4 62 = _0,6 63 = _2,8

y las comparamos con las del método de las medias moviles
e, =6,43 e, =-0,51 e, =-5,52

podemos observar que no coinciden en valores absolutos pero si en la apreciacion
subjetiva y los valores relativos dan la misma interpretacion.

En la componente residual se pueden advertir resultados muy diferentes. También
hay que ver que los datos de los tltimos dos afios son muy inferiores a los anterio-
res y pueden «romper» un poco el modelo. Ahora bien, como el comportamiento
estacional si era constante, esta componente ha sido mas clara.
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